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第 2章　複素数と方程式
4　剰余の定理と因数定理

120 『剰余定理』に当てはめるだけ．

.Point/(剰余定理)
整式 P(x)を 1次式 ax+ bで割った余

りは，P #¡ ba ;である．
この定理はとても重要です．必ず自分で証明

できるようにしておこう．

したがって，例えば，(1)は x = ¡2を，(4)

は x = 2
3
をそれぞれもとの式に代入すれば

余りが得られます．

もう一度言いますが，なぜ，この方法で余り

が求められるのか自分で証明しておくこと．

121 引き続き『剰余定理』を使います．今度は余

りがわかっているときに，もとの整式を決定

せよということですが，どうってことありま

せん．

例えば (1) の場合，もとの整式に x = ¡3

を代入すれば 1 になるわけです．簡単です

よね．

122 今度は『因数定理』．まあ『剰余定理』の拡

大解釈と言ったほうが適切でしょうか．つ

まり，

P(x)が x¡ ®を因数にもつ

()P(x)が x¡ ®で割り切れる

()P(x)が x¡ ®で割った余りが 0

()P(®) = 0

ようするに，P(x) に x = ® を代入して 0

になれば，P(x)は x¡ ®を因数にもつ，と

いうことです．

例えば，(1)は，x = 1を代入すると 0にな

るので，x¡ 1を因数にもちます．他にもあ

るかもしれません．こればかりは自分でイロ

イロ代入していちいち検証していくしかあり

ません．

123 次の章で学習する高次方程式の解法につな

がる重要な問題．これまで何度もやったよう

に，x = ® を入れて 0 になれば，その式は

x ¡ ® で割り切れる，すなわち，x ¡ ® で

因数分解できることを意味します．よって，

122 のように，テキトーに代入して 0 にな

る数を見つければよいのです．

例えば (2)の場合，x= 2を代入すると 0に

なることがわかるので，x¡ 2でくくりだせ

ることが分かります．つまり，

x3+4x2¡3x¡18 = (x¡2)(　　?　　)

次に，(　　?　　)部分の求め方ですが，

(x3 + 4x2 ¡ 3x¡ 18)¥ (x¡ 2)

を筆算で計算しても良いですし，組立除法を

利用しても良いでしょう．

124 (1)について．x¡ 1で割り切れるというこ

とは，x¡ 1で割った余りが 0であるという

ことです．つまり，もとの式に x = 1 を代

入すれば 0になるので，このことから定数 a

を求めることができます．(2)(3)も同様．

125 「有理数の範囲で因数分解」という言い方が

仰々しいですが，フツーに因数分解すればよ

いでしょう．ただし，いずれも最高次数が 1

ではないので，最初に代入する数字がちょっ

と悩むかもしれません．「代入する数字は整

数とは限らない」とだけ申しておきましょ

う．ということは・・・分数を代入せねばな

りません．例えば，(1) の場合 ¡ 1
2
を代入

すると 0になることが分かります．というこ

とは x+ 1
2
でくくりだせます．つまり，

4x3+ x+1 = #x+ 1
2
; (　　?　　)

次に，(　　?　　)部分の求め方ですが，123

と同様に，組立除法を利用してもよいし，筆

算による割り算をしてもかまいません．な

お，筆算による割り算を行う場合は，

4x3 + x+ 1 = (2x+ 1)(　　?　　)

と解釈して，

(4x3 + x+ 1)¥ (2x+ 1)

を実行するとよいでしょう．

そろそろ，最初に代入する数字のヒミツを考

える必要がありそうですね． 123 では，テ
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キトーに代入して見つけたかもしれませんが

(だって，たいてい §1 か §2 あたりで決ま

るからね)，ホントはちゃんとした理由があ

るのです．それは・・・もう少しあとで説明

します．まずは，自分でイロイロやってみて

ください．

126 4 次方程式になっても因数分解の手法は

123 ， 125 と同じです．ここでも，最初に

代入す数字は§1か§2あたりで決まるみた

いですね (笑)

127 ここからしばらく整式の割り算の問題が続き

ます．次の有名事実は知っておいたほうが良

いでしょう．

.Point/
P(x) を A(x) で割ったときの商を

Q(x)，余りを R(x)とすると

P(x) = A(x)Q(x) +R(x)

と表記できる．

ただし，余り R(x)の次数は，割る整式

A(x)の次数よりも小さい．

余りの次数が割る整式の次数よりも小さくな

るのは，なんとなく分かるでしょう．数字の

割り算と同じ感覚ですね．余りが割る数より

も大きいなら，もっとさらに割れてしまうか

らね．

さて，このタイプの問題では次の手法がポイ

ントとなります．

.Point/
1 余りの次数に注意して正しく立式

する．

2 商を消去するような x の値を両辺の

すべての xのところに代入する．

まずは，具体例でなれよう．

まずは正しく立式します．まず，x2¡ 1で割

り切れるということは余りが 0ということだ

から，

x3+ ax2+ bx+ c = (x2¡ 1)Q1(x)

つまり

x3+ax2+bx+c = (x+1)(x¡1)Q1(x)Ý1

さらに，

x3+ax2+bx+c = (x¡2)Q2(x)+3Ý2

以上の 2つの関係式では商を区別しているこ

とに注意しよう．違うもので割ってるんだか

ら商も違うはずです．

1で，商を消去するには x = §1を代入す

ればよいので，

x= 1を代入 ¡! 1 + a+ b+ c = 0

x= ¡1を代入 ¡! ¡1 + a¡ b+ c= 0

2で，商を消去するには x = 2を代入すれ

ばよいので，

x= 2を代入 ¡! 8 + 4a+ 2b+ c = 3

以上，3 つの連立方程式を解けば，a，b，c

が求まります．

128 これは大切な問題です．まずは余りの次数に

注意して正しく立式しよう．

P(x) = (x¡1)(x+2)Q(x)+3x¡1Ý1

次に，x¡ 1，x+2で割った余りは，割る式

が 1次式なので余りは定数です．つまり，

P(x) = (x¡ 1)Q1(x) + a Ý2

P(x) = (x+ 2)Q2(x) + b Ý3

とおけます．

1 に x = 1 を代入すると，P(1) = 2．

x= ¡2を代入すると，P(¡2) = ¡7．

2 に x = 1 を代入すると，P(1) = a．3

に x = ¡2を代入すると，P(¡2) = b．

よって，a = 2，b = ¡7となります．

129 前問と同様，余りの次数に注意して正しく立

式します．

P(x) = (x¡ 2)Q1(x) + 5 Ý1

P(x) = (x¡ 3)Q2(x) + 9 Ý2

次に，(x¡ 2)(x¡ 3) で割った余りは，割

る式が 2次式なので余りは 1次式以下です．

つまり，

P(x) = (x¡2)(x¡3)Q(x)+ax+bÝ3
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1より，P(2) = 5．2より，P(3) = 9．

3に x = 2を代入すると，P(2) = 2a+b．

x = 3を代入すると，P(3) = 3a+ b．

したがって，

2a+ b = 5，　 3a+ b= 9

となるので，この連立方程式を解けば終わり．

130 前問と同様，余りの次数に注意して正しく立

式します．

P(x) = (x2¡3x+2)Q1(x)¡x+4Ý1

P(x) = (x2¡4x+3)Q2(x)+3xÝ2

次に，x2 ¡ 5x+ 6で割った余りは，割る式

が 2 次式なので余りは 1 次式以下です．つ

まり，

P(x) = (x2¡5x+6)Q(x)+ax+bÝ3

このままでは，xに何を代入すればよいのか

わからないので，因数分解してみます．

P(x) = (x¡1)(x¡2)Q1(x)¡x+4Ý1

P(x) = (x¡1)(x¡3)Q2(x)+3xÝ2

P(x) = (x¡2)(x¡3)Q(x)+ax+bÝ3

もう何を代入すればよいかわかりますね．

1より，P(2) = ¡2．2より，P(3) = 9．

3に x = 2を代入すると，P(2) = 2a+b．

x = 3を代入すると，P(3) = 3a+ b．

したがって，

2a+ b = ¡2，　 3a+ b = 9

となるので，この連立方程式を解けば終わり．

127 ～ 130 の 4問は，式さえ立ててしまえ

ば，あとは単なる数や式の組合せに過ぎずま

せん．

131 いつも通り，余りの次数に注意して正しく立

式しよう．今回の場合，2次式で割るので余

りは 1次式以下．よって商を Q(x)，余りを

ax+ bとすると

x9 + 1 = (x2 ¡ 1)Q(x) + ax+ b

つまり，

x9+1 = (x+1)(x¡1)Q(x)+ax+b

商を消すような xを代入するのですから・・・

分かるでしょう．aと bの連立方程式が登場

します．

132 まさかとは思うが，x= 1¡
p
5iをそのまま

代入する人はいないでしょう．

x= 1¡
p
5iを解にもつ 2次方程式を考えま

す．機械的にやるなら，x¡ 1 = ¡
p
5iとし

て両辺を 2乗します．つまり (x¡1)2 = ¡5

より x2 ¡ 2x+ 6 = 0です．

ここで，x4 ¡ 4x3 + 14x2 ¡ 19x + 26 を

x2 ¡ 2x + 6 で割った商と余りを考えます

(筆算で求めてください)．

x4 ¡ 4x3 + 14x2 ¡ 19x+ 26

= (x2 ¡ 2x+ 6)(　商　) + (余り)

よって，x4 ¡ 4x3 + 14x2 ¡ 19x + 26 に

x = 1 ¡
p
5i を代入するということは，

(x2 ¡ 2x + 6)(　商　) + (余り) に x =

1 ¡
p
5i を代入すること同じ．さらに，

x= 1¡
p
5iのとき x2¡2x+6 = 0なので，

実質的に (余り)の部分に x= 1¡
p
5iを代

入するだけになります．(余り) は 1 次式に

なるので，簡単に求められます．筆算による

割り算がメンドウかもしれませんが，まとも

に代入することに比べれば格段に楽です．

なお，このタイプの問題は数学a の一番最

初「数と式」でやってます．あのときは虚数

は習ってなかったから，「x = 1 ¡
p
5 のと

き，x4¡ 4x3+14x2¡ 19x+26の値は？」

みたいな問題でした．全く同じでしょ．

Y 最初の x= 1¡
p
5iを解にもつ 2次方

程式を作る部分ですが，共役な複素数 1+
p
5i

も解にもつことから，解と係数の関係より，

和　 (1¡
p
5i) + (1 +

p
5i) = 2

積　 (1¡
p
5i)(1 +

p
5i) = 6

を計算して，x2¡ 2x+6 = 0とするほうが

数学的です．
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133 (1)(2) は問題ないでしょう．(3) がよくミ

スります．基本的に組立除法は x¡®で割っ

た時の商と余りを求める方法です．(3)の場

合，2x¡ 3で割ることになるので，このまま

の形では組立除法は使えません．

2x3¡7x2+8x¡8 = (2x¡3)(　商　)+(　余り　)

そこで，次のように考えます．

2x3¡7x2+8x¡8 = #x¡ 3
2
; (　 2¢商　)+(　余り　)

つまり，x¡ 3
2
で割ったと解釈して組立除

法を用いますが，このとき求めた商は本来の

商の 2倍 (上の「2 ¢商」のところ．分かりに

くくてスミマセン) になっているので，2 で

割ればよいのです．余りは同じ．

134 この問題は高校数学の全分野の中でもトップ

5 に入るくらい質問の多い問題です．3 年生

になってもたくさんの生徒さんが質問に来ま

す．自分でやってもできず，模範解答を見て

も「なんでこういう風に置けるんかわからな

い」というわけです．困りましたね．でも，

ぶっちゃけ，この問題はほとんど入試には出

題されないんで，別にできなくても支障ない

んですけどね (笑)．

ゆっくり，詳しく解説します．

まず，セオリー通りに，余りの次数に注意し

て立式すると，

P(x) = (x¡1)2Q1(x)+4x¡5Ý1

P(x) = (x+ 2)Q2(x)¡ 4 Ý2

P(x) = (x¡1)2(x+2)Q(x)+ax2+bx+c3

たいていの人はこのように立式します．

これまで同様，商を消去するような x を代

入して関係式を作り，a，b，c を求めれば

よいのですが，使える関係式が，1 より，

P(1) = ¡1，2より，P(¡2) = ¡4，の 2つ

しかありません．3で，余りを ax2+bx+c

と置いたのなら，a，b，cの 3文字を決定す

るには関係式が 3つ必要になってきます．と

いうことは関係式が 1つ足りないのです．ど

うがんばっても，関係式はこれ以上は出てこ

ないので，このままでは解けません (ここで

生徒さんの質問になるわけです)．

では，どうするか．関係式が 3つ作れないの

なら，余りを ax2 + bx+ cなどと 3文字も

使って表さずに，もっと少ない文字で表せば

よいのです．

式1と 3に注目しよう．1は，

P(x)を (x¡1)2で割った余りが 4x¡5

である

ということでした．3より，

P(x) = (x¡1)2(x+2)Q(x)+ax2+bx+c

なので，1は

(x¡ 1)2(x+2)Q(x)+ ax2+ bx+ c

を (x¡ 1)2 で割った余りが 4x¡ 5 で

ある．

と言い換えられます．

(x¡ 1)2(x+2)Q(x)は (x¡ 1)2 で割り切

れるので，(x¡ 1)2(x+ 2)Q(x) の部分か

らは (x¡ 1)2 で割ったとき余りは出ません．

よって，

ax2+ bx+ cを (x¡ 1)2 で割った余り

が 4x¡ 5

となります．ということは，

ax2+ bx+ c= (x¡ 1)2 　 +4x¡ 5

と表せるはず．ここで， 　 に何が入るか考

えてみると，2次式を 2次式で割ってるんだ

から，当然，定数が入ります．さらに，両辺

の x2 の係数に注目すると， 　 = aになる

ことがわかります．つまり，

ax2+ bx+ c = a(x¡ 1)2+ 4x¡ 5

したがって，以上の考察により，式3 の余

り ax2+ bx+ cは，a(x¡ 1)2+4x¡ 5に

置き換えられることがわかったので，

P(x) = (x¡1)2(x+2)Q(x)+a(x¡1)2+4x¡5Ý4
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となります．こうなれば余りの表現に使っ

た文字は a の 1 個だけなので，関係式は 1

個で十分．つまり，4に x = ¡2を代入す

ると，P(¡2) = 9a ¡ 13 なので，関係式

P(¡2) = ¡4 より a = 1 と求まります．

よって，求める余りは (x¡ 1)2+4x¡ 5 =

x2 + 2x¡ 4となります．


