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第 3章　図形と方程式
8　軌跡の方程式
軌跡の方程式は次の順序で求めます．

.Point/(キセキのキホン)

Step 1 点 P(X; Y)とおく．

Step 2 時間の流れに沿って立式する．場

合によってはパラメータを導入し，X，Y，パ

ラメータの間の関係式を作る．

Step 3 パラメータを消去し，X，Yだけの

関係式を作る．

軌跡の問題は決して難しくありません．機械的に

処理しよう．

208 点 P(X; Y)とおいて，それぞれの関係式を

式で表すだけです．

なお，(1)はABの垂直二等分線，(3)はAB

を 1：3 に内分する点と外分する点を直径の

両端とする円 (アポロニウスの円) になりま

すが，これらの有名事実を使うのではなく，

むしろ軌跡の計算をして，確かにそうなって

いることを確認するべきでしょう．

209 いずれの問題も点 Q が決まってから点 P が

確定するようになっています．つまり，点 P

の軌跡は点 Q に依存しているわけで，点 Q

の座標も設定しないと点 P の軌跡を求める

ことはできません．とりあえずは Q(s; t)

とおこう．

210 これも点 P(X; Y)とおいて，問題文の通り

に式で表すだけです．

点 P と (0; ¡2) と の 距 離 は
C

(X¡ 0)2 + (Y+ 2)2

点 Pと直線 y= 2との距離は Y¡ 2

これらが等しいのです．当然ながら両辺 2乗

して計算しますね．

211 209 (4)と全く同じように思いますが，すこ

し違います．問題に「4PABが・・・」とあ

ります．ということは三角形が存在しない場

合は不適です．実際に図を書いて点 P を動

かしてみると，三角形が出来ない (グシャっ

て潰れてしまう)場合があると思います．そ

のときの Pは除く必要があります．

このように軌跡には制限 (条件) がある場合

があるので注意が必要です．

212 これまでと違って座標が全く与えられていま

せん．単に AB = 2 とあるだけです．この

ような場合は自分で座標を設定します．自分

の都合の良いように設定してかまいません．

計算しやすいように設定しよう．

常識的に考えて 2点A，Bの片方を原点にし

た方が計算が楽でしょう．

あとは点 P(X; Y) とおいて，問題文の通

りに式で表して計算するだけですが，最後

の答えの書き方に注意しよう．出てきた式を

そのまま書いてはダメです．勝手に座標を設

定したんだから，その式は答えにはなりませ

ん．ちゃんと状況を言葉で説明せねばなりま

せん．

213 前問と全く同じです．自分で座標を設定しま

す．出てきた答えを言葉で説明します．

214 質問の多い問題です．

まず (1)．2直線のなす角の二等分線とは，2

直線から等距離にある点の集合なので，求め

る二等分線上の点を P(X; Y)とすると，P

から 2直線に下ろした垂線の長さが等しいと

考えます．つまり，

3X+ 2Y¡ 5
B

32 + 22
=
2X¡ 3Y+ 4
C

22 + (¡3)2

という関係式が得られます．あとは，この関

係式を整理すればよいのですが，これがなか

なかヤッカイで，一歩間違えればドロ沼には

まります．

まずは分母をはらって両辺を 2乗します．

(3X+ 2Y¡ 5)2 = (2X¡ 3Y+ 4)2

ここで展開し始めるとえらいことなります．

(3X+2Y¡5)2¡(2X¡3Y+4)2 = 0

としましょう．(　)2 ¡ (　)2 = 0 の形に

なっていますね．何か気づきませんか．
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(2)は，正直いって軌跡の考えを使わないほ

うが簡単なんですが・・・( 178 参照)．

2x+ 3y = 6上の点を (s; t)としよう．こ

の点を y = 2x に関して対称移動した点を

(X; Y)として，Xと Yの関係式を導き出

せばよいのです．

215 パラメータ tを消去するだけ．特に問題ない

でしょう．

216 まずは平方完成して頂点を求めよう．

y= (x¡m)2 ¡m2 + 1

つまり，頂点は (m; ¡m2 + 1)

求める頂点を (X; Y)とするとUX= m
Y = ¡m2 + 1

ここから m を消去します． 215 と同じで

すね．

217 直線と放物線の式を連立させると

x2 ¡ x+ k= 0

になります．言うまでもなくこの 2次方程式

の解が交点の x座標なので，直線と放物線が

異なる 2点で交わるには，判別式 D > 0よ

り kの範囲がわかります．

中点を求めるには，この 2 次方程式を実際

に解いても良いですが，せっかくなので解

と係数の関係を使ってみよう．つまり，交点

の x座標を ®，¯とすると中点の x座標は，
®+ ¯
2
．y 座標は y = 2x+ k 上にあるの

で 2(
®+ ¯
2
) + k = ®+ ¯+ k

中点M(X; Y)とおくと，®+¯= 1より，

VX= ®+ ¯2 =
1
2

Y = ®+ ¯+ k = k+ 1

中点M は x 座標が常に 1
2
で一定，y 座標

が 1+kという結果になりました．さてこれ

はどういうことなのでしょうか．「k が消去

できない」なんて考えないでください．kが

変化すれば中点M がどのように変化するか

をイメージすれば答えはおのずと見えてくる

でしょう．

218 難問．今はできなくても良いでしょう．犬プ

リでも同様の問題を詳しく解説してありま

す．どうしても気になる人は見ておいてくだ

さい．


