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サイクロイ ドを極める

サイクロイ ドとは,円が直線に接しながら滑らないで転がるときの円周上の 1点の描 く曲線のことです

授業ではパソコンを使って紹介したので,どんな感じなのかイメージがつくと思います

今回は,こ のサイクロイドをテーマにして面積や体積,曲線の長さなどを計算してみよう
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″注 半径 γの円を転がしたとすると,曲線の一番上の点の υ座標は直径の長さ 2′ に等しく,原点から

出発して,次に″軸上に戻ってきたときの″座標は円周の長さ 2π′に等しいことを意識しよう

。 s=氏
2πγ

 υ α″である.

″=γ (θ ―sin θ)よ り,グ″=γ(1-cos θ)αι.

したが

サ イ

1 サイクロイ ドの媒介変数表示

上図のように角 θを定め,サ イクロイ ド上の点

P(″,υ)を媒介変数 θで表わしてみよう.

直角三角形 CPDに注目します

CA=CP=″ (半径)な ので,

弧 PA=OA=″ θ

″=OB=OA― BA=γθ―″sin θ

υ=BP=AC一 DC=″ ―″cos θ

となります

2 ″軸とで囲まれた部分の面積

サイクロイ ド曲線と″軸で囲まれた部分の面積

を求めることは基本問題です まずは,フ ツーに立

式し,その後,θ で置換積分します 積分区間に注

意しよう
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3 ″軸周りの回転体の体積  0
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セオリー通 りに回転軸に垂直な断面で考えます

半径 y,厚み ご″の微小円板の寄せ集めと考えるの

でしたね 先ほどと同様にまずは,フ ツーに立式

し,そ の後,θ で置換積分します 積分区間に注意

しよう

さ

“

17

大丈大



赤阪正純 (httpンクinupri.web fc2 com) サイクロイドの秘密
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ノ ご″である

″=′ (θ ―sin θ)よ り,ar=γ (1-cos θ)ご′
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ここで
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2 5i〔θ=0
なので,(途中計算は省略 します )

7r=πγ3(2π -3・ 0+3・ π-0)=5π 2γ3

4 曲線の長さ

曲線の長さの公式を用いるだけです
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Pointく (曲線の長さ

υ=/(″ )(α ≦″≦b)の長さは

+(g子
)2

″とυが媒介変数表示されている場合は,

α≦′≦βのとき,

+(等
)2

″(1-cos θ), γ sin θである

L=氏
2π

=″氏
2π

γ2(1_cos θ)2+γ
2sin2 θ αθ
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羊角の伝式
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2 sinじ グθ=2γ [-2cosll]lπ =8γ

5 υ軸周りの回転体の体積

基本的な考え方は″軸周 りの回転体と同じ つ

まり,回転軸に垂直な断面で考えるので,今回の場

合,下図の斜線部分をυ軸周 りに回転させると考え

て,穴あき円板 (50円硬貨みたいなもん)を寄せ集

めると考えます

0 曲線 Cの

0≦ θ≦πの部分を″=■ (0≦ υ≦2γ )

π≦θ≦2π の部分を″=″2(0≦ υ≦27)

と表すと,求める体積は,αυ=″ sin θ dθ より,
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2(θ __sin θ)2.γ sin θ dθ

=π′」:ISinθ (θ
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 sin θ―卜sin2 θ)αθ

=π′
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l(θ

2sin θ―-2θ sin2 θ_卜 sin3 θ)αθ

=6π 3γ3 (こ れも途中計算は省略します)

参注 この計算はかなリキツイ エグイ

ー発で合わせるのはほとんど不可能でしょう

僕はν α′力οπα′ぢοαで計算しました ごめんね
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