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はい,『平均値の定理』とは次のような定理です

Point4(平 均値の定理

y=/(″)>0のグラフが,α ≦″≦うで連

続,α <″ <う で微分可能であるとき,

T=/′ (ε )

をみたすようなοがαとらの間に存在する

図形的には,下図のように「直線 ABと 平行な接

線が Aと Bの間で最低 1本 は引ける」ということ
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珍注  「οって何ですかJと いう質問を受けます

が,わかりません 知りません ようするに,是埜

に少なくとも 1個あるということを言っているだけ

です

″注 この平均値の定理は別名「ラグランジュの

平均値の定理Jと 呼ばれています

『平均値の定理』は『ロルの定理』を用いて証明

され,その『ロルの定理』は『連続関数の性質』を

用いて証明されますが,こ の『連続関数の性質』を

高校段階で厳密に証明することはできません つま

り,『 平均値の定理』を根底から厳密に証明するこ

とは高校段階では不可能なのです

ですから,『平均値の定理』は,証明にはあまり

拘らずに「だいたいこんな感じJ程度に意味を理解

し,む しろ「何となく使えるJよ うにするべきです

『平均値の定理』が有効な代表的な問題を紹介し

よう 概ね,次の 3つ のパターンに集約されます

Pointく (平均値の定理の使用例

① 関数の値の差の因数分解を利用した不等式

の証明

② ハサミウチの定理を利用した極限値計算

③ 解けない漸化式の極限を求める

を意味 しています

『平均値の定理』って,何ですの ?

① 不等式の証明

２

２

『平均イ直の定理』の式
甲  =/′O)

ですが,こ の形で用いることはほとんどなく,両辺

にb― αをかけた式

/(う)一 /(α)=(b― α)/′ (ο )

の形で用いることが多いです この式は次のように

イメージできます

Pointく (平均値の定理の別解釈

『平均値の定理』は,関数の値の差√(b)一 /(α )

が次のように因数分解できることを意味して

いる.

/(b)一 /(α )=(b― α)√
′
(ι )

ιはαとわの間の数である ■
`ヽ
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そうです  『平均値の定理』とは単なる因数分解

の公式なのです.こ のことを使って,早速,次の間

題を解いてみよう
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考え方 まずは関数を設定せねばなりませんが,

あきらかにメ(″)=″ log″ とすべきでしょう こ

のとき,不等式の真ん中の項は/(b)一 /(α)と 「関

数の値の差Jに なっており,『平均値の定理』を利

用した因数分解が利用できます

つまり,α <0く うなる 0を用いて,

ノ(b)一ノ(α)=(b―α)/′ (ο)=(み―α)(log ο+1)

です(/′ (″)=log″ +1よ り)

したがって,証明すべき不等式は      こ■■セちZ

α―う<(b― α)(log ο―卜1)<b― α  竜
工

撃詰 1の

よって,ι ―α>0よ り,-1<log ε+1<1 つ 臭,けたら

まり,Iと≦ょE3■■■足J堕燿じ良どのです   7・ア
こ
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α―ι</(う )一 /(α )く(b― α  ̈(※ )    
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例 題 1 )<α <う <1の とき,

α―ι<ら logう 一αlog α<ι ―α

を示せ
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なる 0が α<0<ι に右二在する

ませ:1円t:環、
<1より,テ <ο <1なので,

log ο<0

って,-1
等     

く 1°gθ 十 1<1な ので,① より,

式 (※ )が成立する
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である /′ (″)=10g″ +1なので,『平均値の定

理』より

/(b)一 /(α)=(b― α)(log ο+1)¨・①

不

②極限値の計算

例 題 2

めよ

極限値 lim
■-0

sin″ 一 sin″ 2

″
_″ 2

考え方 /(“ )

/(″ )一 /(″
2)と

=sin″ とすれば,分子部分は

「関数の値の差」になっているの

=lim cosε
■-0

″-O        c-0

したがって,求める極限値は 1
ぅまヽ こヽセ

な,ヽ 3ね―
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③解けない漸化式の極限―
※以下の内容はムツカシイので意欲的な人向け

漸化式で与えられた数列の極限は,そのalr化 式を

解 くことができれば,単たる極限の計算問題です

で,や はり『平均値の定理』を利用した因数分解に

持ち込みます

一
つまり,″2と ″の間の数οを用いて

,

メ(″ )一 /(″
2)=(″ _″2)/′

(。)=(″一″2)cos。

となるので ,

sin″ ― sin″ 2

闘 鵠
よって,lim coscを 計算することになります

″-0

0/(″ )=sin″ とする /′ (″)=COS E

『平均値の定理』より,

/(″ )一 /(″
2)=(″_″2)/′ (c)=(″一″2)cos。

となる0が ″2と ″の間に存在する このとき,

凱守 =闘 COS ο

Oは ノ と″の間に存在するので,″ ―→ 0の とき,

ハサミウチの原理よりο―→ 0である よって ,

linl cos ο =linn cos ο =1

が,漸化式を解 くことができない場合,ど うすれば

良いので しようか tの紹 ぼ
?澤けよtt′
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の注 このタイプの問題は入試では必ず誘導つき

で出題され ,『平均値の定理』を全 く知らなくても数

学的帰納法や式変形などで簡単に証明できるように

なっているので安心して ください あくまでも『平

均値の定理』が問題の背景にある, ということだけ

aん
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01蝿 %=α のとき,芳蝿α2・ =α でも

あるから,αη+1=Vα2+2に おいて,π ―→∞と

すると,                    0ぃ t6ぃ t

α=Vα +2    α2_α _2=0  じちうも月じメに

11彙 に手す。
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写じじ浚夕l。

よつて,芳魂(プ汚)π

判
=0なので,π 一

とき,|%一 α -0つ まり,απ一・ α

例題 3.αl=1,%+1=√死+2で定め

られる数列{αη}が極限値αをもつと仮定して

その値を求め,実際に,{α2}が αに収東する

ことを示せ

α≧0なので,α =2である.

次に,/(″)=V″ +2とすると,も との漸化式

はα
"+1=/(αη)と なる α=/(α )なので,『平

均値の定理』より,

απ+1~α =/(απ)一 /(α)=(αη一α)/′ (ε )

となる 0(0は αηとαの間の数)が存在するが,明

らかに,αη>0,α >0であるので,c>0で あり,

ノ′0)=云寿,<島
lαη判α≦鶏ら一α
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知っていれば十分です
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