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不等式を面積で証明するなんて , ス・テ。キ ″席ψ
『次の不等式を証明せよJと いう問題にこれまで何度も出会ったことがあると思います 証明には様々な
手法がありましたが (い くつか思い出せますか?),今回は定積分を用いて証明するという感動的な手法を

紹介します.

例題 α>0とする 次の不等式を証明せよ
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考え方 「log(α +1)-log α」を見て,何か感
じることはないですか?つまり,

と解釈すれば, log O+1)-log αとは, υ=:
のグラフの″=α ,″ =α +1,″ 軸で囲まれた部

分の面積を表しています このことに気づくと,こ
の不等式が全く新しい視点で眺めることができるで

しよう
   Cフ サltキド～

O υ=券のグ
ラフを考える

A(α,0),

B(α +1, 0)

とし,点 C,D,E,F

を図のように定める

図より,

四角形 ABEF<斜 線部分の面積 <四角形 ABCD
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考え方 b― α>0な ので不等式の各項にう一α

をかけた式
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と解釈すれば,´ -Oα とは,υ =〆 のグラフの
″=α,″ =ら,″ 軸で囲まれた部分の面積を表し

ています このことに気づくと,こ の不等式が全く
新しい視点で眺めることができるでしよう.  `フ

ぅん

①  υ=′″のグ
ラフを考える

A(α,0),

B(う, 0)

とし,点 C,D,E,F
を図のように定める

図より,

四角形 ABEF<斜 線部分の面積 <四角形 ABCD

斜線部分の面積は
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五B=b一 α,スF=0ら ,スD=′ αなので ,

四角形 ABEF=(b― α)´ ,

四角形ABCD=(b一 α)οα よって,

(b― α)´ <´ ―οαく(b― α)οα

が成立する
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例題 α<う とする 次の不等式を証明せよ
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考え方 まずは「グラフの面積を製興 して証明しよう」と思わなければなりません では,どんなグラ
フをイメージするのか ヒントは一番最初に紹介した 例題 にあります log πや log(π +1)を 見て
り =:の 面積が関係あるのでは」と考えます そして不等式の中央部分の形を見て,「 これが横の長さ 1

の長方形の面積 (の総和)を表しているのではないかなJと考えます そうすれば関数υ=÷ を連想する

例 題  次の不等式を証明せよ
log(π +1)<1-卜 1)+: 十一十券<1+bgπ 鋭み与b一
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右図より,網目部分の面積は長方形の面積の総和

よりも大きい.

網目部分の面積は,π >1の とき,

I″ :α
″=[10g″

]|=10g 
π

長方形の面積の総和は

'+:十

一十分
したがって,π >1の とき,

:十 :+… +券 <bgπ

両辺に 1を加えて

1+:+:+… +券 <1+bgπ
この不等式はπ=1の ときも成立する
ゆ注 最初の 例 題 で紹介した不等式

(α ≦″≦α+1)に注目していたわけです
万幸可
<1°g(α +1)一 log α<:は 上の図の 1イ固分の区間

基本的な考え方は同じです

ヤ,PT‐―イ
ゐ稼:サイコー

なう、κ〕、

１

一
″

冷た辱.=力予多モ

卜■・あっの子it
ワリ■

“
〕よう:ミ

ィ乍3こ tが /`1%,ト ,′

仏円）
みフム

のは当然なことといえます この思考方法はとても重要です
①

右図より,斜線部分の面積は長方形の面積の総和   0
よりも小さい 斜線部分の面積は
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長方形の面積の総和は

1+:十 :+… +券

↑
タ

物ヽ

1  2  3

●・ し
~

υ =

π-l  π+1
″

=あ

れク・イ午リカ■/f/― グ`

“
リ


