
赤阪正純 (htt“後nupri.web fc2.com) 極大極小について (数学 Ⅲ 編)(1)

1 グラフの増減
数学 Ⅱでは,以下のことを学習しました

Pointく(y=/(″ )のグラフの増減

/′ (″)>0を満たすような″の範囲内でグラフは増加する

′(■)<0を満たすような″の範囲内でグラフは減少する

′(α)=0を満たす″のとき,グラフは「山頂」ο″「谷底」ογ「空気いす」

珍注  「/′ (″ )≧ 0の とき, グラフは増加する」
というように,イ コール (=)を合めて表現する場

合もありますが,ま あどっちでもエエです 余り気
にしないでよろしい

― グラフの増減に関しては,数学 Ⅱでは「直

感的にわかるやろ～」でスルーしましたが,数学

Illで は『平均値の定理』を用いて証明します そ
の『平均値の定理』は『ロルの定理』を用いて証明

され,『ロルの定理』は『連続関数の性質』を用いて

証明されますが,『連続関数の性質』は高校段階で

証明することはできません.なんだかオカシイと思

いませんか ?こ こが高校の微分積分の限界なんです

ね 高校段階で『平均値の定理』を厳密に証明する
ことは不可能です (詳 しくは大学で)

さて,そ もそも『グラフが増加する』とはどう

いうことなのか,も う少し突っ込んで考えて見ま

しょう

つまり,区間α≦″≦ι内のどの 2点 %,υ とっ

ても,

Z<υ → /(ク)</(υ )

が成立すれば,υ =/(″ )が区間α≦″≦うで増

加しているということです (なんとなく理解できる

でしょう).

Pointく(グラフが増加することの定義

υ=/(″ )が区間α≦″≦ιで増加する

←⇒ α≦α<υ ≦bを満たす任意のz,
とると,/(2)</(υ )が成立する

□i寸

グラフの増減と極値について (数学Ⅲ編)
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この関係式は後々に非常に役に立つ考え方なので

頭に入れといたほうが良いでしょう 次に紹介する
問題が代表的な例です 少し難しいですが重要なの
で (途中まで)解説します

例題 1.0<α <β ≦

者<き締
を示せ

考え方 一体,何を証明すればよいのかわかりま
せんが,式の形が余りにも美しいので, とりあえず

同じ文字をかためてみると

0 0<α <β≦

`テ

なので,

者<器 ⇔平 <
ここで,/(″)=平 とおくと,

⇔ /(β)</(α )

なので,0<α <β ≦う のとき,/(β)</(α )
であることを示せばよく,このことはつまり,/(″ )

が0<″≦子において単調減少であることを意味
する
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グラフの極大と極小

これまた数学 Ⅱ の復習

(

珍注 ″=α で極値となるために,″ =α で微

分可能である (接線が引ける)必要はありません

例えば,υ =″ 2_11の 場合,″ =1で 微
分不可能ですが,″ =1の 前後で υ′の符号が
(― )一→ (+)へ と変化しているので極小となり
ます 
“
=-1の ところも同様です したがって,

″=-1と α=1で極小値 0,
となります
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参曰 おそらく大多数の人は,上のグラフをみて

「ああ,″ =1で尖がっているから微分不可能なん

―>Pointく (υ =/(″)のグラフの極値)一

″=α の前後で/′ (″ )の符号が(十)一
″=α の前後で/′ (″ )の符号が(―)一

(― )へ と変化するとき,

(+)へ と変化するとき,

グラフは″=α で極大

グラフは″=α で極小

⊂璽D郷 鶴″

だな 尖がってるけど, まあ極小なんだな」と考え
たと思いますが, これでは本末転倒です 理論と計
算によって微分可能性や極値の有無を解明し,その

結果として,グラフが書けるのです グラフを見て

半J断するのではありません 念のため計算で確認し
ておこう

″≧1の とき,y=″2_1なので,グ =2″

″」■Oυ
′=r塁■02″ =2

″<1の とき,y=―″2+1なので,グ =-2″

″塾■Oυ
′
=″IPO(-2″)=-2

″塁■Oυ
′キ
r塁■Oυ
′

なので,″ =1で微分不可能である.″ =-1の 前
後でも同様にして増減表を書くと

″ -1 0 1

υ
′

十 0 +

υ ＼ 0 / 1 ＼ 0 /
り、″ =1と ″ =-1の て

', 
υ
′

の符号が (―)一― (+)へ と変化しているので ,
″=1と ″=-1で 極小となる

重要なことは,極大 極小とはあくまでも′(″ )の符号が変化するところであって,/′ (″)=0と なる
ところではありません つまり,/′ (α)=0だからといって,″ =α で極値をもつとは限らな
いし,′ (α)キ 0であっても,″ =α で極値をもつこともあり得ることに注意しよう
しかし,″ =α で微分可能な場合に限り,次のことが成立します

Point

υ=/(“ )が ″=α で微分可能ならば
数り・ て`珈,卜関数は42待えう誦た
tたからあん子りた樹せんう',7ミ けピ

″=α で極値をもつ =⇒ /′ (α)=0 激し■でIキ 113ん7関数ボみ3 ―ク
珍注 先ほどのυ=″2_1の 例からも分かるように,微分不可能暮らばこんなことは言えません しか

そらやFt'■

し,こ んな状況はめったに起こらないので実際には「″=α で微分可能ならばJと いう説明は省略すること

が多いです 下手に書くと「なんで微分可能やねん.ち ゃんと証明したんか ?」 と突っ込まれかねません


