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なり複雑な計算ですね

3 複数の曲線で囲まれた部分の

面積

2つの曲線 (ま たは直線)で囲まれた部分の面積

Sを求める場合,次のことが基本となります

Step ① 交点の″座標を求める(こ れをα,β

とおく ただしα<β)

Step ② 関数の上下関係 (だ け)に注目して図

示し,立式する

(上 の関数)一 (下 の関数)α″

Step ③

∬

餞すら計算する.

珍注 /(″ )と ″軸で囲まれた部分の面積 Sを 求

める場合,″ 軸をυ=0と解釈し,上下関係に注目

して,

ノ(″)が ″軸よりも上の場合,

S=∫
l{/(″ )-0}α″=∫

β
/(″ )グ″

/(″)が ″軸よりも下の場合,

S==∫
β
{0-― /(″ )}α″=一

J:β
/(″ )α″となります
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例 題  y=sin″ と y=sin 2″

(0≦ ″≦π)

考え方 2つ の三角関数のグラフの位置関係

を正確 に把握すること (周 期や交点な ど)こ れ

ができればあとは単なる計算問題 積分区間を

0≦ ″≦

=と =≦

″≦πで分割する必要が

あります 関数の上下が入れ替わるからです

①  求める面積は図の斜線部分である
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sin″ =sin 2″ より,sin″ =2 sin″ cos″

sin″(1-2 cos″)=0
よって,sin″ =0ま たは cos″ ==1昇

π
0≦ ″≦πより,″ =0,π ,1升
よって求める面積は,

Ji争 (Sin 2″ ――sin″)ご″■」`π (Sin″
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例題 υ=″2と υ=″が ″

考え方 まず,υ =″οl″ のグラフは書けるで

しょうか υ
′
=οl'一 ″01″ =01~2(1-″ )な

ので,″ =1の前後で符号変化が起こります また

このグラフが原点を通ること,lim″οl r=0で
,-00

あることを考慮して (理由はわか りますよね ?)グ

ラフを書きます
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グラフの形が分かったら今度は υ=″2と の交

点です 普通に連立すると,″2=″ 。1″ より,

″(″ ―οl~工 )=0と なり,″ =0が交点のひとつで

あることは分かるのですが,も う一つの交点を求め

ることができません ″-01~″ =0を 解 くことが

できないのです 「だったらムリやん」って声が聞

こえそうですが,で きます。何とか,も う 1つ の交

点が ″=1で あることを発見してください そし

て,交点が ″=1以 外に存在 しないこと証明すれ

ば良いのです このように,計算で交点を導き出す

ことができない場合,カ ンでいいので 「発見」して

から,それ以外に存在しないことを論証するという

手法もたまに登場するので心得ておいてください
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①  2曲 線の位置

関係は図の通 り よっ

て求める面積は図の斜

線部分である
■
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0 よって ,

″=0ま たは″-01~″ =0 /(″)=″―●1~・ と

おくと,確かに/(1)=0となっている

また,/′ (″)=1+ο l~″ >0よ り,/(″ )は単調

増加であるので,y=/(″ )の グラフは″軸と高々

1個 しか交点をもたない つまり,/(″)=0の解

も高々 1個 しかない /(1)=0なので,/(″)=0
の解は″=1だけであることが分かる

したがって,2曲線の交点の ″座標は ″ =0,
″=1で ある

よって求める面積は,
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2曲線の交点の ″座標を求める

″2=″。1,よ り,″ (″ 一οl″)=

ｙ

■

■

″注  「高々Jと いうのは「多くとも」という意味

「高々 1個」とは「多くとも 1イ固しかない (つ まり 1

個 または 0個 )Jと いうこと 数学特有の言い回し

です

例題 ノ =2Vワυとυ2=2Vワα

考え方 まずはそれぞれ図示します

交点を求めるには,2つ の式を連立させますが,今

回の 2つ の式が ,と υの文字を入れ換えただけに

なっていることを考えれば,2つのグラフが υ=″

え髯襲JttL砂であることがわかります

ということは,″2=2√
動 とυ

2=2つ ″を連立

する代わ りに,″2=2逗
υとυ=″ を連立させて

もよいのです したがって,交点は ,2=2厖
“

よ

り,″ =0,″ =2つ です

囲まれた部分もυ=″ に関して対称なので

①  求める面積 は

図の斜線部分であり,こ

れはυ=″ に関して対

称である
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したがって,求める面積はノ =2マワυとυ=″

で囲まれた部分の面積の 2倍に等 しい
   ごフ 与 1」l_

2り
12つ (2:ラ

″2_″
)グ
″=22:ラ≦2」26・』21=:

■

珍注 真面目にやるなら,ノ =2・ノラυとび
2=2Vワ″

を連立させ,(チ
ち)2==2漉

″を解きます 変形す

ると,″
4=("ヮ

)3″ ょり,

″(″
3_(ν2)3)=0 ょって,“ =0,″ =&″

("ヮ)3の まま処理することがポイントでしよう

また面積は,

υ2=2花″←⇒υ=±V2拒″=±8≒層よ
り, 

ス

2つ

(8:√
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デ号
″2)α″を計算すればよ

いでしよう 指数計算がややこしいので計算ミス続

出で しょうね
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例 題  ″=ノ ー υ と y=一
:″

+1

答えだけでよいなら,放物線と直線で囲まれた部

分の面積ですから「ロクブンノコウシキJで一発終

了ですが,今回は 2通 りの計算方法で求めてみたい

と思います つまり″軸に垂直な微小区間で見る

場合とυ軸に垂直な微小区間で見る場合です

01(″ 軸に垂直な微小区間で考える場合)

積分区間を 一:≦ ″≦ 0と 0≦ ″≦ 6で分割

する必要があります 上部の関数が入れ替わるから

です.

求める面積は図の斜線部分です .
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υ=与″+1よ り, ″=-2υ +2
よって求める面積は,

∫ヒ2{(-2υ
―卜2)一 (υ

2_υ
)}αυ

=∫ヒ2(―
υ
2_υ +2)αυ

=[一 :♂ ―
:υ

2+2υ
][2

=~3(1+8)一 :(1-4)+2(1+2)
9~2

■

上の 2つ の解答を見ると明らかにυ軸に垂直に切つた方が簡単です 実戦的にはこちらの方法を取るべ

きでしよう しかし,いろんな方向から切って面積を求めることはよい勉強になるので,かならず両方の方

法でやっい て くだ工

rし
｀
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=[:(1+4″ )3][:十
[― :多 +サ +あ

 (1+4″ ):]|

=|卜 +{-9+3+t(25'-1:)}

=:-9+3+島 (53_1)=:
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 Jrvl_卜 4″ α″=鼻

    (1+4″

):+l× :

ザックリ積分 最後の×:を忘れないように

02(υ 軸に垂直な微小区間で考える場合)

今度は積分区間を分ける必要はありません 一気

に片付きます


