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ある日の放課後の A子 さんとB子さんの会話
A子 「そもそも∞(無限大)っ て何なん ?」
B子 「限 りなく大きいってことやろ」
A子 「どのくらい大きいん ?」
B子 「だから『限りなく』やって」
A子 「じやあ,その『限 り』って何なん ?」
B子 「さあ・…・・知らんわ .」

この哲学的な問答に決着をつけるには,本が 1冊

分必要かもしれません。それ くらい「無限大」や

「無限」の明確な定義は難しい。「無限大」や「無限」

は日常的には経験できない抽象概念です。常識は通

用しません。この「無限」をうまく手なずけ,それ

を,接線や面積・体積に応用しようというのが「微

積分」の目標です。高校段階では,あ まり深入りせ

ずに,感覚的,直感的に理解することです.

B子 「わあ,赤阪センセ～,来た～」
赤阪 「なに～ ?ど～したん ?」

A子 「センセ～イ,∞ (無限大)っ て何ですか ?」

赤阪 「メチャクチャデッカイ,っ てことやろ.そ

れでエエやん」

A子 とB子 「・・・・・」

まずはクイズに答えて∞ に関する感覚を養おう。

次の計算結果はどうなるでしょうか。単なるクイズ

なので,あんまり深刻考えずに直感的に答えよう。
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考■ざう次の結果はどうなるでしょうか。
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珍'注 この ∞ クイズ の結果を厳密に証明するに 2■ゆ―ミと

は,高校レベルでは無理です。興味ある人は大学の

微積分の専門書を参照してください。
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結局のところ,∞ に関する計算で無条件に (感覚的に)認めてよいのは,次の 6つだけである.

∞ ×(正の数)

∞ ×(負の数)

(定数)

――→  OO

――→  -OO

0
OO

つまり,∞ に関してこれら以外のことは絶対に認めてはならない
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一→ 0は先ほどの ∞ クイズの (9)～ (11)を まとめたのです.こ の極限値は重要で,こ の

先々もっとも頻繁に登場します。
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タズ～)

の注 ∞ +∞ ゃ 器 などの表記は,数学的に正

しくないので テストで書くと減点されます。あく

までもイメージしやすいように便宣上,今だけ使っ

ています。絶対に答案に書かないように注意してく

ださい。

ゆ・注 ―∞ の場合も同様ですが,念のため確認し

ておこう.通常の,正の数,負の数の計算の感覚に

似ていますね .
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つまり,∞ や 一∞ に関してこれら以外のことは,

絶対に感覚的に処理 してはダメで,特に,
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つまり,器 と∞×0とは全く同じことです
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なぜヤバイのか具体例で考察 しよう.
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【例】 απ=η2,ゎη=η のとき,
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芳拠gチは?

① 肛亀αη=∞ かつ駆理bη =∞ だが,

考=チ =券なので,脇考
つまり,0に収束 する。

=0 うわ～

薇 1よ 01ミ鰈・"

【夕」】 αη=2η2,ゎη=3η2の とき,
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【例】 αη=η2+1,bη =η2の とき,

,llnOL― aDは
?

① 方1:蹴απ=∞ かつ肛理)わη=∞ だが,
απ―わπ=1なので,11ln(απ―場)=1.
つまり,1に収東 する

このように,∞ ―∞ は発散したり,収東したり,

いろいろな状況が起こりうるのです .
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【夕」】 αη=η2,ゎπ=上 のとき,
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つまり,十∞ に発散 する。

απ=η2,ゎπ=かのとき,【夕1)
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011:魁αη=∞ かつ方蝿わη=0だが,
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1丁
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つまり,0に収束する.
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に収東 する。

このように,∞ ×0は発散 したり,収束した り,
いろいろな状況が起こりうるのです。

バイんですね.

珍>注 他の具体例も考えてみよう.

以上のように,器 や∞―∞,∞×0は,いろい
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収東し,{bη }は発散するが,αηbη =方 なので,

4 応用問題
∞ を扱うときは慎重にしないと,う っかり間違っ

てしまうことあります。まずは,次

に挑戦してみよう.

匝□夏)2 ○×クイズ

無限級数についての次の各命題について,正 し

いか正 しくないかを判定し,正 しくないものに

は反例をあげよ.

(1){αη}が発散すれば,{αη2}も つねに発

散する。

(2){磁 }が収東すれば,{απ}も収東する.
r ^  、

(3)肛蹴bπ =0ならば,1労 lは発散する.
(4){α″}が収束し,{場 }が発散すれば,

{απわη}はつねに発散する.

(5){α″},{仇 }がともに収束し,全てのηに
わπついてαηキ 0であれば,つねに

も収束する.
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(6)方lln(αη―わη)=0な らば,つねに
,1‐亀αη,牌里わηが存在して等しい。

(7)わη<αη<%,,lln(θη―bη)=oなら
ば,{α ,0}は収東する。

匿
=五
]こ ういう問題は,無限に対する考え方を

理解する上でとても重要な問題で,反例を考えるこ

とは,と ても良い勉強になります.なかなか反例を

思いつかないかもしれませんが,想像力をフルに働

かして考えてください。

2参.注 他にも反例がないか考えてみよう。

①  すべて,正 しくない。反例は以下の通り.
(1)αη=(-1)η とすると,{αη}は発散する
が,αη2=1なので,{αη2}は 1に収束する.
(2)(1)の 対偶命題である。よって (1)の反例
をそのまま適用できる.
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(3)αη=渉 ,bη =榜 とすると,芳拠場=0

であるが ,

する。
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{αわη}は 0に収東する。
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(5)απ=務 ,わπ=万 とすると,{%}と {場 }
ム

はともに 0に収束 し,α″キ 0であるが, 
αη  
η

なので ,
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する.発散ま
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η+方 ,わπ=η とすると,

,1理 (αη―わη)=方二n妨 =0であるが,方1:里αη,

,1磯,わπは存在しない.

(7)αη=η ,bη =η―券,θπ=η +芳 とする

と,わη<αη<εηで,芳 1理 (επ―わη)=芳1職方=0
であるが,{απ}は収束しない。

匝墜団 3.

数列{%}について,ュ里(3η -1)αη=-6の
とき,方 1:地αη,および,,1畿ηαπを求めよ。

厘題豆]数列 {απ}や数列 {π%}はまだ収東す
るかどうかわか りません。わかつているのは数列

{(3η -1)%}が -6に収東するということだけで
す.こ のことをうまく利用します。つまり,απや

ηαηを (3η -1)の を用いて表現するのです。「収束

→
するかどうかわからないものを,収東するものを用

いて表現する」という重要な手法です .
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0 απ=百万=可
×(3η -1)αηであり,

,lln筋
-1=0,方蝿(3η -1)α,,=-6よ り,
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,ぉ1理 (3η -1)α,2=-6よ り,
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珍注牌颯クπ=p,胸蹴gπ =σの時,

方ll嘱クηση=(芳lmpπ )(芳ilngπ )=pg

方
=n(九

+%)=(芳
1:職クη)+(方lmση)=p+g

となります.つまり,肛職pη と泉職gη が収東す
るときに限り,バラして計算することができるので
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ぎずに先に進もう.

す。上の解答はこのことを使って解いています .

Z々'注 さて,次のような解答はどうでしょうか

0 (?) 堪地αηキ0だと仮定すると,
lim(3η -1)の は,十∞ か ―∞ に発散するの
η―'∝

で,lirn(3η -1)の =-6に 矛盾する。
η
~'∞

よって,lirn αη=0である。  シン儡魔・′n″→∞             ・虫に ノヽ

一見,問題なさそうですが,残念ながら完璧では

ありません.なぜだかわかりますか.

それは,芳1:1)απ=0であることは,

加嘱(3η -1)%=-6であるための必要条件で
あって十分条件ではないからです。

つまり,11:亀απキ0だと仮定すると確かに矛盾
が生じますが, じゃあ,鷹蹴απ=0の ときに,必
ず,肛亀(3η -1)απ=-6であるかといえばそう
ではないからです。他の値に収東する可能性を捨て
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切れていません .

似たような問題をもう一つ.これも「奨ぇ丈る少
どうかわからないものを,収東するものを用いて表―ヽ ^‐ヽ́ ‐̂́^´
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′、́0こ
現する」という重要な手法を用います.

匝亜國 4.

数列{απ}について,ル蹴παπ=3のとき,

堪毀(η +1)%,および,p鳴子雰芦を求めよ.

0 (n-11)a, xnana'fr>D,
″,コ_1
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些
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lim(η +1)の =1× 3=3
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αη+1_ η (η +1)αη+1
であり,an - n-1 1 na,

方蝿万三≒=1,'蝿ηαη=3,
さらに,芳lln(η +1)の+1=3なので

lim黎±上=1×
==1

η~'∞  (″η       0

珍注牌蹴ηαη=3ならば,牌蹴(η +1)αη+1=3
も成立することがポイント さ■「よだ1ヽっかたらヽヽヽ

いずれにしても,極限に関する問題は感覚的なナ

レが必要で,なかなか大変です.あんまり気にしす
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