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1 平面図形をナナメにまわす

例 題 1 放物線 υ=″2_″ と直線 υ=″
で囲まれた部分を直線 υ=″ の周 りに 1回転

してできる回転体の体積を求めよ

考え方 原則として回転軸に垂直な面で切ったと

きの断面積を考えます その断面積を回転軸に沿っ
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つまり,今回の場合,図のようにOH=′ とした

とき,

π

=、

212 PH2 
α
`

θ 槻
を計算すればよいのです (積分区間に注意 )

PH2を ′で表せばよいのですが,い ぎやるとな

ると,H←
な
,鴇
)を
通りυ=″ に垂直な直線と

υ=″2_″ との交点 (つ まりPの座標)を求め ,

PH2を 計算しますが,かなリキツイ計算をすること

になりそうです θ
え んャぼそぅ__

これをどうクリアするのかがポイントです

①  図のように放物線上に点 P(″,″2_″ )を
とり,Pか ら直線υ=″ に下ろした垂線の足をH

とする

OH=′ とすると,求める体積は,

π
J12マ

ワ
PH2 d′

直線 υ=″ と″軸との成す角は 45° であり,
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ナナメにまわす

今回は回転軸が″軸やυ軸に平行でない場合の回転体の体積を考えます とは言うものの,基本的な考
え方は同じです つまり「体積は断面積の寄せ集めJと いうこと では,一体どこがこれまでと違うのか
その部分に注意して学習してください

∠QPH=45°,PQ=″ ―(″2_″ )=2″―″2と

なるので ,

PH=PQ cos45° =

HQ=PQ sin45° =

OQ=論 =Vつ″

よって,OH+HQ=OQよ り,

`+7=力″ ∴′=需
これより,α
`=漉
″ご″← 末%=ト

よって,求める体積 7は
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″ 注 よくやって しまうミスは ,
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y=π氏
2つ

PH2″ =π氏
2(2鵠∠

)2√
″グ″。

としてしまうものです PH2を
`で
はなく″で表

したため,積分する文字を′から″に変換する必要

があります そのため′と″の関係式
`=`生

を

作り,そ こからα″とグ″の関係式グ′=拒 ″ご″

を得て置換積分せねばならないのです この計算が

最大のポイントでした クさム[かリャィ、な_
実はこの問題には便利な公式があります
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図のように,曲線 y=/(″ )と 直線 υ=π″
で囲まれた部分をυ=z″ の周りに回転して
できる立体の体積 yは ,υ =π″と″軸との

成す角をθとするとき,

y=π cosθ
J:β
{/(″ )一π″}2 ご″

y=√ (″ )

テス トでは,い きなりこの公式を使うので |まな

く,簡単に説明してから使うのが良いでしょう

(「傘型分割」とも呼ばれます )
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図の縦 PQ=ノ (″)-277″,横 ∂″の微小長方
形をυ=π″の周 りに回転すると,三角コーン

みたいな立体ができる この立体を切って広げる
と,厚 さご″の扇形になる 弧の長さは底面の半
径 PHの 円周の長さに等しい ∠QPH=θ より,
PH=PQcosθ なので,弧の長さは 2π・PQ cosθ
よって,こ の扇形の立体の体積は

2π・PQ cosθ ×PQ× :×α″==π
 COSθ・PQ2ご″

求める立体の体積は,こ の微小体積π cosθ・PQ2ご″

を″=α から″=β まで寄せ集めたものだから

y=π cos θ∬PQ2 dtr=π  cos θ.ガ {ズの一″42
棠lであtt31、
市″
'η
ゃフみ

上の証明は,ち よっとアバウトすぎるので,き ちん

と証明してみます
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例題 1を そのまま一般化するだけです

①  図のように点 P(″,/(■ ))を とり,点 P
からy=η″に下ろした垂線の足をHと する

ワらくきでt
回1諄山R

圭■につぅ2

`=力
(ar)sin θ+論

∴訪=レくのdnθ +鳥
}

よつて,求める体積 7は

″ tヒメの関ば

ご″
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=π∬恢の∞釧2レ→豆nθ+轟 }ご″
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珍注 余1軸回転の体積は,そんなに頻繁に出題さ

れるわけではないので,こ んな公式を覚えるより

も,「立体を回転軸に垂直な平面で切って断面積を

寄せ集める」というセオリーに基づいてきちんと解

く方が有益でしょう このことは次に紹介する立体
の場合に身にしみると思います

れにも
イヽ イ。
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績夕し字す。

PQ=/(″ )一 z″(=力 (″ )とおく),∠QPH=θ
より,

PH=PQCOsθ =/1(″ )cos θ
HQ=PQsin θ=ん (″ )sin θ
OQ=豪尭。
よって,OH=OQ+QHよ り,


