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2 立体をナナメにまわす

立方体をその対角線を軸に回転させてできる立体の体積を考えよう これに関しては便利な公式はないの

で,セ オリー通 りに臨むしかありません

例 題 2 座標空間内で,O(0,0,0),A(1,0,0),B(1, 1,0),
E(1,0,1),F(1,1,1),G(0,1,1)を 頂点にもつ立方体を考える

にして回転させて得られる回転体の体積を求めよ

回転体のイメージが全 くつかないかもしれませんが,無理にイメージする必要はありません 
「

1転体の体

積を求める時に心がけることは,回転してから断面積を考えるのではなく,
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が原貝」です まわす前の立方体の断面の様子を考えると,以下のようになります 対称性を意識しよう

一  師 は半径 PHの 円 一  鼈 は半径 RHの円

※なお,こ の部分を回転させる

(i)の場合に同じθ フムっ女

υ
ぶ

(i)切 り日は正三角形 (ii)切 り日は六角形

一  晰 は半径QHの円

θ フム7ヘ

(iii)切 り回は正三角形
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それぞれの断面を回転すると,回転軸 と断面の

交点 Hと Hか ら最も離れている点までの『E離を半

径とする円になります 最も離れている点は,線分

～ OA,線 分 AE,線分 EF上 にあるので,結局のと

ころ,求める体積は,線分 OA,線分 AE,線分 EF

を回転 してできる立体の体積に他なりません

なお,線分 OA,線分 EFを 回転 してできる立体

は円錐,線分 AEを 回転 してできる立体は真ん中が

凹んだ鼓のようにな ります

0 線分 OF Lに OH=′ なる点 Hを とる

(0≦ ′≦√⊃H(洗,鴇,発
)で
あり,点 H

を通 り,OFに 垂直な平面の方程式は

1・

(″
―洗)+1・ (び

―鴇)+1・ (z― 洗)=0

″+υ +z=v電′

この平面と立方体の位置関係は図 (i)(ii)(iii)の

ようになる

(i)の とき,すなわち0≦
`≦

1要
のとき

この平而 と線分 OAと の交点 Pの 座標 は ,

y=z=0と して,P(編
`,0,0)

よって,断面は半径 PHの円なのでその面積は

π
l(√
酔―ザ告)2.卜 (ザ慧)2× 2}=2π

`2

①のとますなわちf≦
`≦
千のとき

この平面と線分AEと の交点Qの座標は,″ =1,

υ=0と して,Q(1, 0, V写′-1)
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よって,断面は半径QHの円なのでその面積は

い)のととすなわち千≦̀
≦
√のとき

このときは図の対称性より(i)の部分の体積と同

じである

(i)(五 )(面 )よ り求める立体の体積は

規f蹴物+ず猜社島→訪=f

です

″注 例 題 1 ではOH=ι としたとき断面

積を′で表すのが困難だったので,結果的に″の積

分に置換 して考えました 今回は断面積が ′で表す

ことができたのでそのまま積分したわけです なお

OH=`と せずに,Hの座標をH(2,2,2)と お

いても良いでしょう この場合,当然,断面積はク

の式になります,OH=`と して,回転体の体積は

の式)″

とな りますが, 例 題 1 で注意 したように すと

%の 関係式を考 えて置換積分 します この場合 ,

`=海
zなので,ご′=マ電 α2です この解法だ

と計算がかな り楽になるので,一度やっといてくだ

さい

夕注 この問題は古 くからある有名問題で,古 く

は 1993年 の東工大 (後期)で 出題されました 座

標も何も設定 してない実にシンプルな出題です

| 一辺の長さが 1の 立方体を,中心を通る対角線 |

| のうち一本を軸として回転させたとき,こ の立 |

方体が通過する部分の体積を求めよ

[1993年 東京〕:業大学 (後期)]
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また,2015年 には大阪市立大学で誘導つきで出

題されました

| ∩ ″庫 占 ンせ ′Oを 原点とする座標空間内に点 A(0,0, 1),

B(1,0, 1),C(1, 1,1)が 与えられている

線分 OCを 1つ の対角線 とし,線分 ABを 一

辺 とする立方体を直線 OCの周 りにゴ転 して

得 られる回転体 Xの 体積を求めたい 次の間

いに答えよ

(1)点 P(0,0,p)(oく p≦ 1)か ら直線

OCへ垂線を引いたときの交点 Hの 座

標 と線分 PHの長さを求めよ

(1)点 P(9,0, 1)(0<9≦ 1)か ら直線

OCへ垂線を引いたときの交点 Iの座標

と線分Qlの長さを求めよ

(3)原 点 Oか ら点 C方 向へ線分 OC iを 距

離 %(0≦ z≦ √⊃ だけ進んだ点をU
とする 点Uを通り直線 OCに垂直な

平面で Kを 切ったときの切 り回の円の

半径 ″を 2の関数で表せ

(4)κ の体積を求めよ

[2015年 大阪市立大学 (前期理系)]

問題 を見れば分かると思い ますが,先 ほどの

例 題 2 では,最初に対角線 上の点を設定 して ,

正方形との交点を考えましたが,今回は逆に,正方

形上の点から,回転軸へ下ろした垂線を考えていま

すが,結局 (4)で同じことになっています

以下に,答えだけを紹介しておくので,各自で解

いてみてください ごフ″n tllませ―ん
①
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