
com) γπの極限 (2017.5.3)(1)

γ2の極限について
着激関数2

これまで様々な数列の極限について考えてきましたが,こ の章では数列 {′ }に 限定 して考えます 'あ
ね
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いわゆる,初項 γ,公比 γの無限等比数列の極限です。lim γηはどのようになるのでしょうか
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まずは具体的に書き出して, どのようになるのか予想してみよう
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(五 )γ =1の とき,つ まり lη の極限

1,  1,  1,  1,  1,  1,  1,

一→ ぜ～んぶ 1.つ まり 1に収東 .

(i)γ =2の とき,つ まり2π の極限

2,   4,   8,    16,   32,   64,    128,   256,   512,

一→ どんどん,ひたすら,い くらでも大きくなっていく,
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(iv)γ =0の とき,つ まり Oη の極限

0,    0,    0,    0,    0,    0,    0,

一→ ぜ～んぶ 0。 つまり0に収束 .
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どんどん 0に近づいてい く―→ 正 と負が入れ代わ りつつも ,

(宙)γ =-1の とき,つ まり(-1)η の極限
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-1,  +1,  -1,  +1,  -1,  +1,  -1,  +1,  -1,  +1,  ・…・・

一→ +1と -1が交互に続 く.大きくなった り小さくなった り,特定の値になるわけでもない
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(v五 )γ =-2の とき,つ まり(-2)η の極限

-2,   4,   -8,   16,   -32,   64,   -128,   256,   -512,   1024,    ・・・・・・

一→ 正と負が入れ代わ りながら,も のすごく大きくなったり,も のすごく小さくなったりしていく。

特定の値になるわけでもない .
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これらの例からもわかるように,γ
ηの極限値の様子は,γ の値によって分類できそうです。まとめてお

こう.



γηの極限 (2017.5.3)(2)

Poin

γπの極限値

lim γπは γによって次のように分類 される

この γによる場合分けは非常に重要なので,具体

例 と共にしっか りと覚えておこう。

′″>注 この分類の証明は教科書に載 っているの

で,勝手に見 といてください.
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結果だけに注目して,次のようにコンパクトに分

類してもかまいません。

γ>1  のとき ∞ に発散

γ=1  のとき 1に収東

111 0<γ <1 のとき 0に収束

(iv) γ=0  のとき 0に収東

V -1<γ <0 のとき 0に収東

″ヽ1 γ=-1  の とき 振動

Cii) γ<-1  のとき 振動

ア γ>1  のとき ∞ に発散

イ γ=1  のとき 1に収東

ウ -1<γ <1 のとき 0に収東
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(面 ),(iv),(v)は全て 「0に収東」ですがそ

れぞれ 0への 「行 き方」が違 うし,同様 に,(vi),

C五)も 同じ「振動」ですが,振動の仕方が全く違う

ので,僕は細かく分類するのが好きです。

田正遷∃ 1,一般項が次の式で表される数列の

極限を調べよ.
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珍 注 (2)の (-1).~は ,γ
πの形ではあ りませ

んが,η ― >∞ のとき,η -1-→ ooだから,η も

当りゃ
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η-1も 同じことです.
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珍注 (3)で よく勘違いするミスは,「 (-2)π が
1

振動するので,(_2),7も 振動する」 と考える人が

多いことです。確かに,(-2)η は収東せずに振動

するのですが,+∞ と 一∞ で振動す るのだか ら,

1

(-2.)万
はいずれにせよ0に収東するのです.注意

しよう.
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田正醒∃2.次の無限等比数列の極限を調べよ。

(1)3, 9, 27, 81, ・…・・
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0 (1)初 項 3,公比 3な ので,一般項は 3π .

3>1よ り,∞ に発散 .
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(2)初 項 -2,公 比 一
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Z々'注 公比だけを見れば極限が分かるので,わ ざ

わざ一般項を求める必要はあ りません .

□Ⅲ憂∃3.次の極限を求めよ.
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匠題豆]ま ずは,い ずれもヤバイ形であること

に注意しよう.何がヤバイかわかりますか? (1)
は,(振動)一 ∞ なんてワケわかんない形だし,(2)

もまず分子が∞―∞ なのでヤバイ ! それに分数

型 ―空三■空―なのでさらにヤバイ !で はどうするの

か ?以前にやった ,ぁ
―や ∞ ―∞ の処理方法を思い

出そ う.
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方iln{(-3)π -5η }=芳lln5π

5>1な ので,lim 5π =∞ .
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したがって,も とめる極限値は 一∞

(2)分母分子を 4η で割ると
,
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) γηの極限 (2017.5.3)(3)

-1<辛 <1なので,lim(♀ )=0.
4           η一・∞ ヽ4/

И_∩
したがって,求める極限値はテ丁き=4.

(3)分母分子を 2η で割ると,

-1<÷ <1なので,lim(÷ )=0よ り分母は
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1に収東するが ,

一♀<-1な ので,lim(―♀)は振動するの
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で.求める極限値は存在 しない。
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形 になって しまい ます。 .''le a')t.1,
また,(2)で ,も し,分母分子を 3π で割ると,

となりますが,lirn
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珍 注 (1)で ,も し,(-3)π で くくりだす と,
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形が解消されておらず失敗です さネt久 り～

.´好ば  これらのことからもわかるように,変形して(Dπ

の形にする際,-1<o≦ 1に することがポイン
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ことがポイントとは言うものの,必ずしもそ で は

ないのです.状況により判断するしかありません。

マ
'2マ

1しが マニュアルに頼るのではなく,「 とりあえずやって

みる.ダメならやり直す」という姿勢が大切です.

Point

変形してoη の形にする際,-1<o≦ 1に

することがポイントではあるが,必ずしもそう

ではない。状況により判断するしかない。

卜のようです (0か 1に収束するから).

しかしながら,(3)で ,も し,(-3)″ で割ると
,
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となり,確かに分母は0に収束しますが,す と
いうワケわかんない形が登場 して失敗です。

変形してoπ の形にする際,-1<o≦ 1に する
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さて,話を γπの極限に戻 します

γηが収東するための条件は次のようにな ります

Pointく (超重要

γηが収東する ←⇒
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これはかな り重要なので頭に入れておこう
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るような″の値の範囲を求めよ。また,そのと

きの極限値を求めよ.
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以上より,収東する条件は -2<″ ≦ 2

-2<″ <2の とき,極限値は 0

″=2の とき,極限値は 2 すヽットタ!f
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するような ″の値の範囲を求めよ。また,その

ときの極限値を求めよ.
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(五)∬ キ 0の とき,収東す るための条件 は ,

_1<″2_5″ +5≦ 1.

_1<″2_5″ +5よ り,″ <2,3<″
″2_5″ +5≦ 1よ り,1≦ ″≦4. ′  , 3  

“よって,1≦ ″ <2,3<″ ≦ 4.こ の結果は

χキ 0を満たしている。



γηの極限 (2017.5.3)(4)

(i)(五 )よ り,収東するための条件は ,

″=0,1≦ ″<2,3<″ ≦4.

極限値は

″=0,1<″ <2,3<″ <4の とき 0に収東 ,

″=1の とき 1に収束,″ =4の とき 4に収東 .
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γは定数とする 次の数列の極限値 を求めよ

(1)γ >0の とき,
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(2)γ キ ー1の とき ,

匿コ 要するに,堪颯3‐子フや胸嘱丁辛フを
計算せよということです。lim γηは γによって分

類されるので,γ で場合分けせねばなりません.
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珍注  (市 )で ,「五m γπ は振 動 す るか ら ,
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も振動する」と考える人がいますが

違います。1亜□匡11.(3)を 参照のこと.

なお.γ <-1の とき,-1<上 <1な ので ,
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γ

lim寺 =lim(÷ )=0と考えても構いません.
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最後に,γ
ηの極限の分類で,細かく分類すること

のあ りがたみを実感する問題を紹介 しよう。
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γキ 0の とき,数列 の極限を調べよ.
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づいているので,       ご″)L(ル )り 違、、うヾ・

1

肛里ヵは振動する i「
:%ルトのようZ・フ

・

(v)γ =-1の とき,lim γηは +1か -1で振 久ズ` いヽ`

動するので,

１
一′

ｎ
∞

・１１
↓

１
ｌ
η

∞〓
１
一′

ｎ

∝

・
ｌｒ

一

方1職 ヵは振動する

(宙 )γ <-1の とき,

振動するので
,

１
一′

ｎ
∞

・
１ １

一

0

Itmrn i* *oo t'-co r
n*@

i.l,ttI
(ti lilu'"

■

Z夕'注 非常に間違えやすい問題です。 しっか りと

イメージできるように。


