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最高次 で くくり出す .

とにかく,計算できる形 (無条件に認めてよい

形)に近付けることがポイント.

方lln(723_100η
2)

匡区五]典型的な∞―∞ タイプ.3次式なので

出します.

0 1im(η3_100η2)=
π―‐∝

lim η3(1_二11ユ ヽ
η→∞   ヽ  η /

lim η3=∞,limfl_型聟η=1なので,求め
π→∞      π→∞ ＼   ん ノ

る極限値は ∞
.

■

Z″>注 上の解答では最高次の η3で くくり出しま

したが,η2で くくり出してもうまくいきます。

,1理 (η
3_100η 2)=芳

1:里π2(η -100)=∞

しかし,η で くくり出す とうまくいきません .

芳lln(η
3_100η2)=方

llnη (η
2_100η )???

∞ ― ∞ とい うヤバイ形が解消 されていないか ら

です.ご
フ 失 敗 ～

「最高次で くくりだす」というマニュアルを単純

に暗記するのではなく,と にかく何かで くくり出し

てみてダメなら修正する,悩むよりもとりあえず

やってみる, という姿勢が重要かと思います.いろ

いろ試行錯誤を重ねて自分で感 じて欲 しいですね.

数学は暗記ではないのです。

匝亜団

π3で くく
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数列の極限
この前の大プリ『無限大の話』で

iliと
∞ 一 ∞ は マ ジ で ヤ バ イ ! ∞ × 0も ヤ バ イ !

という話をしました.今回はこのヤバイ極限値計算に果敢に挑んでいきましょう.代表的な極限値計算を紹

介します.いずれもとても重要です。
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分母分子を分母の最高次で割る .

とにかく,計算できる形 (無条件に認めてよい

形)に近付けることがポイント.
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匿亜〕典型的な器 タイプ.分母が 2次式なの
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珍注  この解答 のポイ ン トは,肛理 方
=0,

漁里 渉
=0を 利用 して,分母分子が共に定数 に

収束できたことにあ ります。

2夕>注 上の解答では分母の最高次の π2で分母分

子を割 りましたが,他のもので割ったらどうなるで

しようか。例えば分母分子をηで割ってみると,
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lim 4_摯尋上_に
η一∞ 2η2+1 ~力三跳

η+1
π

1

2η +方

漁蹴(分子)=∞ ,加颯(分母)=∞ なので,器 の

形になって しまい意味があ りません。同様 に η3で
n

割ると,b― となって,またまたおかしなことに.つ
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まり,こ の問題では,分母分子をη2で割る以外に

方法はなさそうです .

3一題一引
目

日 2η _
(1)1方1職 ラフ〒羊1

(2)lim
η2+1
2η -3η―うOO

匿Iコ (1)の 場合,η で割っても,η2で割って
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(2)の場合は,η で割るとうまくいきますが,η
2

で割るとうまくいきません。
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もうまくいきます。
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「分母分子を分母の最高次で割る」 というマニュ

アルを単純に暗記するのではなく, とにかく何かで

割ってみてダメなら修正する,悩むよりもとりあえ

ずやってみる, という姿勢が重要かと思います。い

ろいろと試行錯誤を重ねて自分で感じて欲しいです

ね.数学は暗記ではないのです。

いずれにしても次のことがポイントです.
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こヽだネ

とにかく,

無条件に収東するのは

のみだから.

(定数 )
一→ 0の場合

参屁)実は次のような法則があります。

Point

た次式)
lirn
η~'C0

(ι 次式)
タイプの極限は,分母の最高次

00

すなわち″で

た=ι のとき,

割るとうまく
た次の係数

いく.さ らに,

に収東
ι次の係数

た>ι のとき,+∞ または 一∞ に発散

た<ι のとき,0に収東

となることがわかる。
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存整イLT
y~~~を 含んだ式の極限を求める場合,ど ういう

わけだか有理化 (み たいなこと)す ると上手 くいく

場合が多いのです .

々十及射
)係 1ヽ‐ 、

E例亜]4.次の極限を求めよ
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匿I互) (1)は 分母 の有理化 .(2)は ,

n2-2n-n: n2-2n-n
1

と解釈 して,分

子の有理化を行います
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Z″>注 (2)に ついて,次のような間違いが非常に

多いのです .

絶対にやってはいけないミス

t,Lo lim(
?*- n-a

linl η

/ ″
~~~~~~  

ヽ
′  /     0     ヽ

tv/1~秀

‐~1リ 一― ∞ ×0タ イプ

η2_2η 一η)

"―
∞

=0 -― ダメ ! 大ウソ |

ηでくくり出すと,∞ ×0と いう形になってしまい

ます.「∞ ×0はヤバィ」というのはこれまで何度

も言ってるのに,つ いつい「。。×0=0」 とカンチ

ガイしてしまうんですね.本当に多いミスなので注
｀
そう)3ん 1意しましょう.絶対にやっちゃダメだよ。

2参>注 を含んだ式な ら何でもかんでも有

理 れば良い, というわ ではあ りません.有理

化せぎるを得ないから有理化するのであって,有理

化 しな くて済むなら,わ ざわざ有理化なんてメンド

ウなことはしません.では,次の ① ～ ⑤ の中で ,

有理化せぎるを得ないのはどれで しようか.ま た
,

その理由は ?

① lim(y万不可十√万 1)
η―う00

② lim(
η―‐00

η -1)
在響、駒理イじ

t7=(り 31†ビ…・③ lim

η+1-

1

④

⑤

η2+1+η

lim( n2+t-n)
lirn

η

η―'∞

2■～1

n2+l+n
Point

ヤバイ形があるから,ヤバイ形を解消するため

に有理化するのである。ヤバイ形がないのなら

ば,有理化する必要はない.
サlt宋 ド

とか

0 有理化せざるを得ないのは,②,④。いず

れも ∞ 一∞ を含んでいるから.

それ以外は,有理化 しなくても答えが出せる.

1

①は∞+∞ なので∞.③ は主なので0。

^ハ
                     1

⑤ は 音 なので分母分子をηで割る.極限値
サ

■

疹ヨ (2)で 「
牌蹴( n2-2n-n): -l l:6

るのは計算 しな くても明らかだ」 と言えば驚きます

か?「いや,驚かないよ,ア タリマエやろ」と思え

る人は無限に関する感覚に優れた人でしよう。次の

ように考えます.

まずはη2_2η =(η -1)2_1と 変形する.

η―→ ∞ ということはηがメチャクチャデッ

カイってことやから,(π -1)2_1に付いてい

る "-1"な んて,ほ こりのようなもの。ηの

大きさに比べれば無視できるほど小さいので,

(η
_1)2_1と

(η
_1)2は ほとんど同じとみ

なせる。つまり,(η -1)2_1≒ (η
_1)2.

lim(
η‐う00

n2 -Zn-n)
=方蝿{ (n-l)2-t-nl
≒芳蝿{
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(η -1り‐― ηナ

=方lln{(η -1)― η}

=-1
うきヽ ミヽと
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これらの解答をテス トで用いるのはちょっとダメ

ですが, この感覚はとても重要で,今後役に立つこ

とがあると思います。
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〕分母と分子がそれぞれ∞―∞タイプな

ので,それぞれを有理化する必要があります。
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数列の極限値を計算するとき,こ れまでに紹介

したどの方法でも無理な場合は,次の手法を使い

ます。
.Poi

ハサミウチの原理

すべてのηについて,αη≦επ≦わηのとき,

芳ilnαπ=芳蝿わπ=α =⇒ 芳蝿εη=α

が成立する。

このことは「両端が同じ値に収東すれば,真ん中

も同じ値に収東する」ことを意味しています。まさ

に「ハサミウチの原理」です.実にナイスなネーミ

ング !

次のようにイメージすると良いでしょう。

赤阪クンは寄 り道大好き。今日も学校帰 りに寄

り道するつも りです .

赤阪クン「帰 りに寄 り道するぞ～.ミ ス ドに寄

ろ うかな～スタバに寄 ろうかなあ～.い やい

や,近商ス トアもいいねえ～, ど～しよ～かな

あ～迷 うなあ～」

なんて言っていると,赤阪クンの両脇をガッチ

リと 2人の人が捕まえました。

2人の人 「このまま学園前駅に直行する !」

赤阪クン「工～ッ.う そや～ん.」

こうなれば,赤阪クンも寄り道せず学園前駅に

行かざるを得ません.

「ハサ ミウチの原理 」 とは,こ んなイ メー ジ

です /｀′、 マ :、 ハ ー
/4ハ ′ '  ・｀

t∠……こムを重_うすlltin_……___
それでは早速,ハ サ ミウチの原理を使ってみよう。

匝匿亘16.次の極限を求めよ.

(-1)'0

η
(1),1亀 ―

;テ

cos‐1(L   (2)方 lln

匡互五]いずれもは難しそうな形をしています

が,「ハサミウチの原理」を利用するとアッサリ解

決 します。
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ここで,肛果(券 )==0,方拠(―券)==0である
ので,ハサミウチの原理より,方1颯 方cos ti=0

(2)-1≦ (-1)π ≦1よ り,

l  r_1、 η  l_上 く ニ ニ _<上
η =  η  =‐ η

・

/1  ヽ        /
ここで,lim{十 )=0,lim{

η―'COヽ アι/       η→ α)ヽ

イ_lM
ので,ハサミウチの原理より,11職 上―

ず
二―=0

1

)
=0で ある

η

″>注 圭生型∠ 一→ 0であることはこれまでにも

登場 していますが,分子が定数で固定 していなくて

も,あ る範囲内の数 (つ まり,そ の範囲内からはみ

出さない数)な らば大丈夫なのです。つまり,

(有限確定)  A~~U
(×)

が成立 します。つまり,上の 2つ の例では,分子部

分が -1以上 1以下 という有限の範囲内に確定 して

いることが重要なのです.あ る範囲内にあれば (た

とえ,-1億以上 1億以下であろうが,-1兆以上 1

兆以下であろうが),そ んなものす ら吹っ飛ばして

しまうくらい ∞ は強烈に大きいのです。

Z″>注 この先 「ハサ ミウチの原理」は非常に強力

な役割を果たします.そのうち,否が応でも「ハサ

ミウチの原理」のあ りがたみを実感するはずです。

極限値が求めにくい場合は「ハサミウチの原理」

を利用するというのは入試数学の常識です.特に,

何かしらの不等式の証明をした後で,極限値を求め

る問題が続く場合は 100%「ハサミウチの原理」を

使うと思って間違いないでしょう。

最後に,数列の極限の求め方をまとめておこう

Pointく (ま とめ

数列の極限の求め方 (重要)

∞ ― ∞ 型 一→ 最高次で くくり出す

器型―一分母分子を
分母の最高次で割る

がらみ ―→ 必要に応 じて有理化

(い つも有理化するわけではない)

それでも無理なら「ハサミウチの原理」

なお,いつも必ずこのマニュアル通りにできると
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は限らないので,臨機応変に対応 して ください
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