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数列{αη}を考えます

{αη}: αl, α2, α3, α4, α5, ・・・・・・, αη,

このままどんどん続いてい くと,数列の各項はどのようになっていくで しょうか。言いかえれば,η をどん

どん大きくしてい くと一般項 απはどのようになってい くで しょうか。そんなんやってみないと分か りませ

んね.大切なことは,具体例によるイメージです。とにか く具体的に考えてみよう.

E″>注 有限個の項からなる数列を有限数列 といいます。数学 Bでは,有限数列の一般項や,初項か ら第 η

項 までの和を求める問題を学習 しました.こ れに対 して,項が限 りなく続 く数列を無限数列 といいます。以

下では,特に断 りのない限 り,数列 といえば,無限数列を意味するものとします.そ う,無限の世界を探っ

ていくのが数学 Ⅲ の目的です .

匝匿夏ll.一般項が次のように表される数列の各項は,η が大きくなるにつれて,ど うなっていくで

しようか?日 本語で説明しよう。
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匡互亜]こ のような問題は「数列の極限を調べよ」と言われることがあります。あんまり深刻に考えず,

とにかく具体的に書き出して,感覚的に答えることが大切です。
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(1)√,√ ,√ ,√ ,「 ,瓶 ,編  層 ,涵 ,涵 ,・…

―→ どんどん,ひたすら,い くらでも大きくなっていく.

(2)-1,  -4,  -7,  -10,  -13,  -17,  -20,  -23,  -26,
一→ どんどん,ひたすら,い くらでも小さくなっていく.
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一→ どんどん小 さくなっているが,い くらでも小 さくなるわけではない.だんだん 0に近づいてい く.

1           1
%注 0に近づくのがイメージしにくい人は,思いっきりηを大きくしてみよう。

硬崩万
とか,頂百命碩万

ぅへん

ミユてヽすだ
｀
とイメ‐ジで

｀
ミた

―一 分母 と分子の数字がだんだん一致 していっている。つまり 1に近づいてぃ く.

珍 注 1に 近づ くのがイメージしにくい人は,思 いっきりηを大きくしてみよう.:::::と か,器
器 器 誇

とか.ほ とんど 1で しょう。
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(5) -1, +1, -1, +1, -1, +1, -1, 褒'『
の一

―→ +1と -1が交互に続 く.大 きくなった り小 さくなった り,特定の値になるわけでもない

(6) -1, 4, -9, 16, -25, 36,

一→ 正 と負が入れ代わ りながら,も のすごく大きくなった り,も のすごく小さくなった りしてい く。特

定の値になるわけでもない .
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一→ 正 と負が入れ代わ りつつも, どんどん 0に近づいてい く.(5)や (6)と は明 らかに違 う
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これらの例からもわかるように,無限数列の項の

行き先には,い ろいろな場合があるようですが,い

くつかのパターンに分類できそうです.順番に考え

ていこう

r[- tr

1 収東する数列

先ほどの例で,行き着 く先が 「一定の値」になっ

ているものがあるでしょう。その場合を次のように

定義 します .

Point● (定義

数列 {αη}と 定数αに対して,η を大きくす

るにつれて,απの値がαに限りなく近づくな

らば,{απ}は αに収東するといい,α は数列

{αη}の極限値であるという.

{αη}|ま αに収東することを記号では

または

αη一 α (η 一→ ∞)

と書く。

∞ という記号は「無限大」と読みます .

漁里απの日本語での習慣的な読み方は

「リミット,エ ヌ無限大,エイエヌ」

です.

疹選ヨちなみに英語読みすれば

"limit of an as n tends to infta"

こっちの方がかっこいい ?

η一→・∞ は ηが限 りな く大 きくなってい くとい

う「状態」を表しています。方11職 απ=α とは,

tくさ■t くまでも数列{αη}がαに近づいていくという「
`じヽヽ1ヽ

ヽゞ標」を表しており,必ずしもαηがαになるとい

しヽヽうミヒ 売収E二型式望・
「ηを大きくすると,αηの値が αに限 りなく近づ

く」 という表現は,何 とな く曖昧さが残 りますが ,

まあ高校段階では仕方あ りません。すべての教科書

がこうなっています.かな り直感的,感覚的な表現

まあ
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2″,注 数列 {απ}が一定の値である場合 (例 えば,

1, 1, 1, 1, ・…)も 収東する数列 と考えます。つ

まり,

肛職θ=θ (cは定数)

です.

したがって,先ほどの例では,(3),(4),(7)が

収束する場合です。つまり,

(3) lim I :0
n-a ll

(4) iimu *1:1
n-*@ n

(7)lim{― キ)=0 `´
 η―・∞  ヽ 6/

0に収東

となります.

´注 (4)は ■土上 =1+■ と解釈すると,

(3)の結果が使えて,■工上 が 1に 収東すること

がわかります
さЙはイ5かり4Pも 、ヽ11

2 発散する数列

数列が収束しないとき,その数列は「発散する」

あるいは 「極限値をもたない」 といいます。

発散する数列には,い くつかのタイプがあ ります .

2.1 ∞ または 一∞ に発散する

Pointく (定義

数列{αη}に対して,η を大きくするにつれて,

αηの値が限りなく大きくなるならば,

数列 {αη}は +∞ (正の無限大)に発散する

といい, 言己号では ,

方1‐mαη=+∞

または

αが一→ +∞ (η ―→∞ )

と書 く.

Z々'注 +∞ と∞ は全 く同じ意味です。 どっちか

に統一 したほうが良いのですが,状況に応 じて適当

0に収束

1に収東
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に使い分けます。

Z″ン注  「ηを大きくすると,απの値が限 りな く大

きくなる」 という表現も,何 となく曖昧さが残 りま

すが,ま あ高校段階では仕方あ りません。すべての

教科書がこうなっています.かな り直感的,感覚的

な表現ですね .

先ほどの例では,(1)の場合です。つまり,

１

一
”

im√蒻再可=∞ +∞ に発散

となります。 フム.つ よ

一∞(負 の無限大)に 発散する場合も同様ですが ,

いちおう定義 しておこう.

ntく (定義

数列{%}に対して,η を大きくするにつれて,

αηの値が限 りなく小さくなるならば,

数列{αη}は 一∞ (負 の無限大)に発散する

といい,記号では,

方1:里 απ=一∞

または

αη 一 → 一 ∞ (η 一→ ∞ )

と書く.

2参>注 厳密には「数列{一απ}が +∞ に発散する

とき,数列{αη}|ま ―∞に発散する」と定義します

が,こ っちの方が分かりやすいでしょう。

先ほどの例では,(3)の場合です。つまり,

(3)lim(2-3η)=一∞  .・ .― ∞ に発散
π―'C0

となります。

2参>注  「απの値が限りなく大きくなる」と「数列

3 まとめ

したがって,以上をまとめると,数列の極限は次のように分類できます (こ の分類はとても重要 )

{αη}がいつまでも増加を続ける」は全く違う意味

です。数列{αη}がいつまでも増加を続けるからと

いって,+∞ に発散するとは限りません.例えば,

円周率の小数点以下を順に増やして並べた数列

αl==3

α2==3.1

α3==3.14

α4==3.141

α5==3.1415

α6==3.14159

α7==3.141592

はいつまでも増加を続けますが,発散せずにπに

収束します。しかも,不思議なことに, この数列の

各項は有理数なのに収東先は無理数 πというなん

だか良く分からない状況にもなっています。いずれ

にしても無限を考えることには,人鳳2想像を超え

た不思議な現象が多々起 こりうるのです .

2.2 振動する
ふ、に

収東せず,し かも,∞ にも ―∞ にも発散しない

場合を,「振動する」といいます。

先ほどの例では,(5),(6)の場合です.つ まり,
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(6)芳 llnてI11)η

振動する

振動する

となります。

ゆ注 くれぐれも,lim COSηπ =± 1
η―>00

0

とか,limァ二十覇 =士∞ と書いて
η→。。k~上 ノ′ι      ～tへ～―

はいけま1士 ん。気持ちはわかりますが.あ く
までも「振動する」 と文章表記 します
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Point<(数 列の極限の分類

収東する lim απ=α(極限値は α)

発散する

2夕>注 ∞ は特定の値ではないので「極限値は正の

無限大」とは言いません (正確には「極限は正の無

限大」)。
「∞ に収東する」という言い回しもまった

くナンセンスです.―∞ の場合も同様です。

磁>,主  「振動する」ということが少し分かりにく

いかもしれません.「振動」という言葉からも,な
んだかフラフラ揺れ動いているイメージがあります

が,そ うではありません。上の分類からも分かるよ

夕 'ル
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り1よ ぅに,収東する場合,∞ にも一∞ にも発散する場
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石忌事ぅゃ 次のよ

十∞ に発散する

一∞ に発散する

振動する|

1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,・ ・…・

ちη
したゞ

なども「振動する」のです

□正彊∃2.次の条件を満たす数列{αη}の例

を,それぞれ1つずつあげよ.

(1)す べての η について αη >5で ,

方llnαπ==5

(2)各項が互いに異なり,{απ}は収束しな
ぃが,lim αη2=1

,2-'CC' …

□区五〕 このような問題は数列の極限のイメージ

がきちんとできているか把握する意味でとても重要

です.

0 (1)α η==5+券

(2)αη==(-1)π (1+場
―
)

Z″>注 他にもないか考えてみよう。

4 大学で学ぶこと

極限や極限値については,こ のように直感的,感

覚的な理解で程度十分なのですが,何度も言ってい

るように「近づ く」とか 「限 りなく」といった表現

にはどうしても曖昧さが残ってしまいます .

高校数学では「あんまり細かいこと言わんと,感

芳1職
απ=+∞ (極限は正の無限大 )

肛理)αη=―∞(極限は負の無限大)

その他の場合全部 (極限はない)

1黒4フFイフlヒヒt
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程理tせ「う。

覚的にわかるやろ～」 とスルー して しまうのがフ

ツーです。大学では,こ の曖昧さを厳密に論 じるた

めに,次のような論述方法を導入 して解決 します .

ちょっと先取 りして紹介 しましょう。数学的に厳

密な数列の極限の定義は次のようにな ります .

この定義を読んで,「 なるほど、これなら曖昧さが

なくて完璧だ」「さっきの表現 よりもわか りやすい」

と感 じる人は,素晴 らしく数学的センスにあふれた

人なので,ぜひとも理学部数学科に進学 して くださ

い。理学部数学科に限らず,理系大学の 1年生の

講義で必ず習うはずですが,け っこう難しいので,

最近は,大学でもあんまりやらないという話も間き

ます (さ すがに理学部数学科では必ずやるでしょう

が)。 この論法の理解に四苦八苦して, ドロ沼には

まっていく人が多いんだよなあ .

「考える」のではな く「感 じる」んだよね .
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収東することの厳密な定義

数列{αη}が αに収東するとは,与えられた任

意の正数 εに対して,

η>Ⅳ =⇒ lαπ―αl<ε

をみたすような自然数 Ⅳ が存在することで

ある.

発散することの厳密な定義

数列{απ}が +∞ に発散するとは,与えられた

任意の正数 fИ に対 して
,

η>」V =⇒  απ>』′イ

をみたす ような自然数 Ⅳ が存在す ることで

ある.
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