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図形問題を複素数で解 く

全ての問題に共通することは,複素数を「ベク ト

ル」「変換Jと みなす考え方で,次の公式が大活躍

します (詳細は前回の大プリを参照のこと)

Point

点αを中心として点βをθ回転した点γは,

γ=(β ―α)(cos θ+′ sin θ)十 α

1 正三角形と正方形

正三角形や正方形になることの証明は,複素平面

ではズバ リ「回転Jで一発終了です

: 例 題 1

複素数平面上の異なる3点 〇(0),A(α ),B(β )

について,等式

α2_αβ+β2=0

が成 り立つとき,三角形 OABは正三角形 とな

ることを証明せよ

考え方 △OABが正

三角形ということは,点

Aを 原点中心に 60° 回

転 したとき点 Bに重な

ればよく,つ まり,

(α )

β=α(cos 60° 十j sin 60°
)

と表せることを示せばよいのです

O αキ 0なので,α
2_αβ tt β2=0ょ り,
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よって,△OABは正三角形である
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複素数計算に図形的な意味があることが分かりましたが,今度は,逆に図形問題に複素数計算を当てはめ

てみよう そうすることで様々な図形問題が複素数を用いて,簡単に解 くことができます

1 例 題 2

複素数平面上の異なる 4点 A(α),B(β ),

C(γ ),D(δ )に ついて,等式

α+γ =β +δ   ①

δ―α=グ (β 一α)…  ②

が成り立つとき,四角形ABCDは正方形とな

ることを証明せ よ
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考え方 正方形であ

ることの証明も,先 ほ

どの正三角形の証明と

本質的に同 じです つ

まり,

A(α

Aを 中心にBを 90° 回転をすれば Dに ,

Cを 中心にDを 90° 回転をすれば Bに ,

それぞれ一致することを示せばよいのです

0 (Dよ り,こ の式は点Bを ,点 Aを 中心

に90° 回転すれば点Dに一致することを意味して

いる

また,① より,α =β +δ ―γ

②に代入して,

δ―(β tt δ―γ)=グ (β ―(β +δ ―γ))

γ―β=」 (γ ―δ) ● β一γ=」 (δ ―γ)

この式は点 Dを ,点 Cを 中心に 90° 回転すれば

点 Bに一致することを意味している

よって,以上 よ り,四 角形 ABCDは 正方形で

ある
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″注 ① ょり,α ―β=δ ―γとすれば,四角形

ABCDが平行四辺形であることがわかるので,こ
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のことを利用してもかまいません



2 垂直・一直線上

垂直や一直線 卜にあることにも複素数が使えま

す ただし, 歩踏み込んで複素数の性質を考えな

いといけないので注意が必要です

例 題 3

複素数平面上の異なる3点 O(0),A(α ),3(β )

について,OA tt OBであるとき,等式

αβ+αβ=0

が成 り立つことを証明せよ

B(βや、、jじン
ダ)(α)o

A(α )

考え方 「OA tt OB」 を複素数の言葉でどう言い

換えるのかがポイントです 次のように考えます

夕ちソまぇ～ 。A上 OB←⇒Aを 原点中心に± 90° 回転して

数Jつ まり「士うグという複素数Jであればよく,こ

のことはつまり,■ が純虚数であることに他なり

ません よって,証明すべきことは

:が純虚数 ==⇒ αβ十″β=0

となれば,複素数が純虚数であるとはどういうこと

なのか,を知っていなければなりません

様 数 ぇが純虚数 -2=一 Zかつ Zキ 0

団
2=″ +グυとするとき,マ =″ ―τυな

ので,2+フ =2″  よって,″ =こ
オ
Z 2が 純

虚数になるとき実部 ″=0な ので,z+2=0よ
り
'=-2が

成立する ■

以上のことを踏 まえて,問題を解こう

O  OA上 OBの とき, 点 Aを ○ を11心

に ±90° 回転 して拡大縮小 した点が Bな ので ,

β=α × (± bJ)と なる (う は実数 )

つまり,:=土 ι′
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この ことは,1が 純虚数であることを意味 して Jゎヾ
,

■  
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珍注 逆の内容

αβ十覆β=0=⇒ OA⊥ OB

も証明できるようにしておこう まっ,上の証剛」の

逆をたどるだけなんですけど

例 題 4

複素数平面上の異なる3点 A(α ),B(β ),C(γ )

が一直線上にあるとき,等式

α(β ―γ)十 β(γ ―α)+7(α ―β)=0

が成 り立つことを証剛」せよ

A(α )

B(β )

C(γ )

考え方 「3点 A,B,Cが 一直線上にあるJを 複

素数の言葉でどう言い換えるのかがポイントです

次のように考えます

3点 A,B,Cが 一直線 Lに ある

←⇒Aを 中心に Bを拡大縮小すれば Cに一致する

つまり,Aを 原点に平行移動 して考えたとき,

γ一α=々 (β ―α)(々 は実数) つまり,呂
が実数であることに他なりません    

―よって,証明すべきことは

需 が実数
=⇒ズ β―γ)+β (γ ―α)+7(α ―β)=0

です となれば,複素数が実数であるとはどういう

ことなのか,を 知っていなければなりません
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様 数 zが実数 - 2=z

団
Z=″ +jυ とするとき,え =″ ―′υな

ので,′ -2=2υづ よって,υ =ニテ
ニ えが実

摯二,るfき
虚部 y=0な ので,2-2=0よ り
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