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2017年後期

　m，n を 1以上 10以下の整数とする．3点 O(0; 0)，A(3; 4)，B(m; n)は同一直線上にないと

する．

(1) 4OABの面積を最小にする B(m; n)を求めよ．

(2) ÎAOBを最小にする B(m; n)を求めよ．

N (1)は特に問題ないでしょう.

(2) ですが，なんとなく，ÎAOB を最小にする

B(m; n) は，(1) の 4OAB の面積を最小にする

B(m; n) のいずれかのような気がしませんかね

(笑)．そのことを示せば良いのです．

A
(1) 4OABの面積を Sとすると

S = 1
2
3n ¡ 4m

m，n を 1以上 10以下の整数だから，Sが最小にな

るのは， 3n ¡ 4m = 1，すなわち，3n¡4m = §1

のときである．

(i) 3n ¡ 4m= 1のとき

n = 3，m= 2は解の一つだから，

3 ¢ 3¡ 4 ¢ 2 = 1

よって，辺々を引いて

3(n ¡ 3)¡ 4(m¡ 2) = 0

3(n ¡ 3) = 4(m¡ 2)

3と 4は互いに素なので，kを整数として，

n ¡ 3 = 4k，　m¡ 2 = 3k

(m; n) = (3k+ 2，4k+ 3)

m，n を 1以上 10以下の整数だから，k= 0; 1

∴ (m; n) = (2; 3)，(5; 7)

(ii) 3n ¡ 4m= ¡1のとき

n = m= 1は解の一つだから，

3 ¢ 1¡ 4 ¢ 1 = ¡1

よって，辺々を引いて

3(n ¡ 1)¡ 4(m¡ 1) = 0

3(n ¡ 1) = 4(m¡ 1)

3と 4は互いに素なので，lを整数として，

n ¡ 1 = 4l，　m¡ 1 = 3l

∴ (m; n) = (3l+ 1，4l+ 1)

m，n を 1以上 10以下の整数だから，l= 0; 1; 2

∴ (m; n) = (1; 1)，(4; 5)，(7; 9)

(i)(ii)より，求める B(m; n)は

(m; n) = (2; 3)，(5; 7)，(1; 1)，(4; 5)，(7; 9)

(2) Bから直線 OAに下ろした垂線の長さ dは

d=
3n ¡ 4m
5

である．
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(i) (1)で求めた Bのとき

d= 1
5
で一定なので，

sinÎAOB =
d
OB
=

1
5OB

sinµ (0 < µ < 90±) のとき，sinµは増加関数な

ので，ÎAOB を最小になるのは，OB の長さが最

も長い時である．

(1)で求めた 5点の場合の原点からの長さを計算

して最も長いものは，B(7; 9)である．

このとき，sinÎAOB = 1
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(ii) (1)で求めた B以外のとき

このとき，d=
3n ¡ 4m
5

≧ 2
5
なので

sinÎAOB =
d
OB

≧ 2
5OB

OBの長さが一番長くなるのは B(10, 10)のとき

で，このとき，OB = 10
B

2．したがって，

sinÎAOB ≧ 2
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なので，(i) で求めた B(7, 9) の場合の方が，

sinÎAOBの最小値が小さい．

つまり，B(7, 9) のときに，ÎAOB が最小と

なる．
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