
１ [2009 同志社大]標準

�D !��として，漸化式� �Q �D  ( �QD �� �で定められる数列�� �QD �を考える。

���　Q �，�，�，……�に対して，不等式� QD !��が成り立つことを示せ。

���　Q �，�，�，……�に対して，不等式� �Q �D ���
�

� � QD 
�� �が成り立つことを示せ。

���　
�Q 

OLP QD �を求めよ。

２ [2013 神戸大]応用

数列�� �QD ���Q 
 �，�，…… �は� �D  �， �Q �D  
�

�� �
QD
���Q 
 �，�，…… �を満たすとする。

���　すべての自然数�Q�に対し，�� QD ���が成り立つことを示せ。

���　��次方程式� �[ ��[�� ��は，��[���においてただ���つの解���をもつことを示せ。

���　����の���に対し， �Q �D �� �� QD �� ���Q 
 �，�，…… �が成り立つような�

　������� 
�� �を���つ求めよ。

���　����の���に対し�
�Q 

OLP QD  � �が成り立つことを示せ。

３ �67(3の���番なので明らかに基礎

!K ��のとき，不等式� �Q� 
�� K ��� QK
Q� 
�Q �

�
�K �が成り立つ。このことを用いて，数

列�� �
Q
Q�
�の極限を求めよ。

４ [2012 早稲田大]応用

F�を正の実数として，漸化式� QD  
�

�Q �D
Q�
���Q 
�� ， �D  F�で定義される数列�� �QD �を考える。

このとき�
�Q 

OLP QD  
�となるような�F�の範囲を求めよ。

５ [2013 芝浦工業大]基礎

$

% &

�6
�6

Q6

�Q �6

…
…

$% �，%& �，�$%& ����の直角

三角形�$%&�の内部に，図のように正方

形� �6 ， �6 ，……， Q6 ，……�がある。

���　 �6 �の���辺の長さを求めよ。

���　 Q6 �の面積を� QD ���Q 
 �，�，�，…… �

　とする。 QD �を�Q�の式で表せ。

���　
�Q 

OLP

 N �

Q

& ND �の値を求めよ。

６ [2006 鳥取大]標準（有名問題）

平面内に多角形が与えられたとき，その各辺に対し次の操作を施す：

�ア�　多角形の辺，それを仮に�$%�とすると，辺�$%�を���等分する点�&，'�をこの順に

　$�に近い方からとり，これら���点を頂点とする正三角形の�&，'�以外の頂点を�(�とし，

　点�$，&，(，'，%�を順に線分で結んでできる折れ線により，辺�$%�をおきかえる。

　ただし，点�(�は常に多角形の外側にとるものとする。

外　側

内　側
$ % $ %& '

(

��辺の長さが���の正三角形� �7 �の各辺に対し，上の操作��ア��を施してできる多角形を� �7 ，

�7 �の各辺に対し操作��ア��を施してできる多角形を� �7 ， �7 �の各辺に対し操作��ア��を施し

てできる多角形を� �7 ，以下同様にして，多角形� Q7 �から多角形� �Q �7 �を作る。�下の図は

左から順に， �7 ， �7 ， �7 �をかいたものである。�

���　多角形� Q7 �に含まれる辺の個数� QD �および���辺の長さ� QO �を，それぞれ�Q�を用いて表

　せ。

���　多角形� Q7 �の面積� Q6 �を�Q�を用いて表し，Q� �
�のときの極限を調べよ。

���　多角形� Q7 �の周の長さ� Q/ �を�Q�を用いて表し，Q� �
�のときの極限を調べよ。

２０１７年夏セミナー　東大京大阪大医学部への数学「極限の応用」

１学期に学習した数学Ⅲ�の内容に関する入試問題を紹介します。数学Ⅲはこの後「微分法」「積分法」へと続いていくので、当然

ながらこれらの範囲が入試のメインになりますが、「極限」に関する問題もチラホラ出題されているので侮れません。

１テーマ４問ずつの５テーマ、全部で２０問の美しいセットです。全体的にやや難しめですが、がんばってついて来てください。

数列の極限の有名問題（１～４）　漸化式の図形への応用（５～８）　ガウス記号（９～１２）　連続性や収束�発散（１３～１６）

関数の極限の図形への応用（１７～２０）
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７ [2016 大分大]標準

自然数�Q�に対して関数�\ �Q[� �[ �のグラフと�[�軸で囲まれた領域��境界を含む�� Q5 �を考

える。

���　領域� Q5 �に含まれる格子点��[�座標と�\�座標がともに整数である点��の数� Q6 �を求め

　よ。

���　点�$�� 
�，� ，%�� 
�Q，� ，および関数�\�の頂点を結ぶ線分で囲まれた領域��境界を含

　む��に含まれる格子点の数� Q7 �を求めよ。

���　
�Q 

OLP

Q7

Q6
�を求めよ。

８ [2014 名古屋大]応用

[\�平面の�\���の部分にあり，[�軸に接する円の列� �& ， �& ， �& ，……�を次のように定め

る。

　��� �& �と� �& �は半径���の円で，互いに外接する。

　���正の整数�Q�に対し， �Q �& �は� Q& �と� �Q �& �に外接し， Q& �と� �Q �& �の弧および�[�軸で囲

　���まれる部分にある。

円� Q& �の半径を� QU �とする。

���　等式�
�

( �Q �U
 

�

( QU
�

�

( �Q �U
�を示せ。

���　すべての正の整数�Q�に対して�
�

( QU
 V Q� �W Q� �が成り立つように，Q�によらない

　定数��，�，V，W�の値を���組与えよ。

���　Q� �
�のとき数列�� �
QU
QN
�が正の値に収束するように実数�N�の値を定め，そのとき

　の極限値を求めよ。

９ [2001 東海大]基礎

 
�Q 

OLP � �

Q�� �
Q��

ただし，� �[ �は，実数�[�に対して， �P �[ �P ��を満たす整数�P�である．

10 [2009 慶応義塾大]基礎

実数���に対して���を超えない最大の整数を�� �� �と書く。>　@�をガウス記号という。

���　自然数�P�の桁数�N�をガウス記号を用いて表すと�N � �
ア

� �である。

���　自然数�Q�に対して� Q� �の桁数を� QN �で表すと�
�Q 

OLP

QN

Q
 

イ

� �である。

11 [2004 東洋大]標準

自然数�N�に対して�(N �の整数部分を�I � 
N �とし，自然数�Q�に対して�6 � 
Q  
 N �

�Q

& I � 
N �とお

く．

���　6 � 
� �を求めよ．

���　6 � 
Q �を求めよ．

���　
�Q 

OLP

�
�Q  N �

�Q

& (N �を求めよ．

12 [2011 東京理科大]応用

実数�[�に対し，� �[ �は�[�以下の最大の整数を表す。

���　N，W�を自然数とするとき，  � �(N W�となるような�N�のとりうる値の範囲を，W�を用

　いた不等式で表せ。

���　Q�を自然数とし，和�
 N �

Q

&
�

��� �(N �
�が自然数となるような�Q�の値を，小さい順に並

　べて， �D ， �D ， �D ，……�と定める。

　�ア�　 �D ， �D �の値を求めよ。

　�イ�　自然数�P�に対して， PD �および�
 N �

PD

&
�

��� �(N �
�を�P�を用いて表せ。

���　
�Q 

OLP

�

(Q  N �

Q

&
�

��� �(N �
�を求めよ。
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13 [2012 京都大]基礎

D�が正の実数のとき�
�Q 

OLP

�
Q

� 
�� QD �を求めよ。

14 [2001 公立はこだて未来大]標準

次の問いに答えよ．

���　  I � 
[
�Q 

OLP

����Q[ ��Q �[ �D[ E[

��Q[ �
�を求めよ．

���　上で定めた関数�I � 
[ �がすべての�[�について連続であるように，D，E�の値を定めよ�

15 [2007 京都大]標準

[，\�を相異なる正の実数とする。数列�� �QD �を

　　　　　　 �D  �， �Q �D  Q[D � �Q �\ 　�Q �，�，�，……�

によって定めるとき，
�Q 

OLP QD �が有限の値に収束するような座標平面上の点��[，\��の範囲

を図示せよ。�

16 [2009 岡山大]標準

[�を実数とし，次の無限級数を考える。

　　 �[ �
�[

��� �[ �[
�

�[
�

� 
��� �[ �[
��……��

�[
�Q �

� 
��� �[ �[
��……

���　この無限級数が収束するような�[�の範囲を求めよ。

���　この無限級数が収束するとき，その和として得られる�[�の関数を�I � 
[ �と書く。

　また，K � 
[  I � 
( [ � [ �とおく。このとき，
�[ �
OLPK � 
[ �を求めよ。

���　����で求めた極限値を�D�とするとき，
�[ �
OLP

�K � 
[ D

[
�は存在するか。理由を付けて答

　えよ。

17 [2011 愛知教育大]基礎

��を������を満たす実数とする。単位円周上の点�3�を，動径�23�と�[�軸の正の部分と

のなす角が���である点とし，点�4�を�[�軸の正の部分の点で，点�3�からの距離が���である

ものとする。また，� ��のときの点�4�の位置を�$�とする。

���　線分�24�の長さを���を使って表せ。

���　線分�4$�の長さを�/�とするとき，極限値�
�� �
OLP

/
��
�を求めよ。

18 [2016 秋田大]標準

原点を�2�とする座標平面上に���点�$�� 
�，� ，%�� 
�，� �をとり，2�を中心とする半径���の

円の第���象限にある部分を�&�とする。��点�3�� 
�[ ， �\ ，4�� 
�[ ， �\ ，5�は�&�の周上にあり，

� �\  �\ �および��$23 ��$25�を満たすものとする。直線�24�と直線�\ ��の交点

を�4 ��，直線�25�と直線�\ ��の交点を�5��とする。�$23 ��とするとき，次の問いに

答えよ。

���　点�4�の座標を���を用いて表せ。

���　点�4��と点�5��の座標を���を用いて表せ。

���　点�3�が点�$�に限りなく近づくとき，
%5�

%4 �
�の極限を求めよ。ただし，

　
�[ �
OLP
VLQ[

[
 ��であることは用いてよい。

19 [2001 大阪教育大]標準

���　 �� �Q�
�

�
�である数列�� �Q� �が

　　　　　  ��
�

�
，  �Q �VLQ� ( �� ( �� �VLQ Q�

(�
���  Q �，�，�，……�

　を満たすとき，数列�� �Q� �の極限�
�Q 

OLP Q� �を求めよ．

���　D�は正の実数とし，数列�� �Q[ �を��  Q[
QVLQ�

QD
��と定める．数列�� �Q[ �が���でない実数�N�

に収束するとき，D�と�N�の値を求めよ．

20 [1999 京都産業大]標準

2�を原点とする平面上に点� �3 �����，�����をとり，点� �3 ， �3 ，……， Q3 ，……��を次のよう

に定める．

　点� Q3 �� 
�  Q �，�，……� �は点� �Q �3 �を原点の周りに角度���だけ回転し，更に原点からの

　距離を�U�倍，すなわち��  � �Q �3 Q23 ����かつ　  Q23 U� �Q �23 �として得られる点であ

　る．ただし，��の単位はラジアンで�� �� ��
�

�
， �� �U ���である．

このとき，次の問いに答えよ．

���　線分の長さ� �3 �3 �を求めよ．

���　線分の長さ� �Q �3 Q3 �を求めよ．

���　無限級数の和��  /
 Q �




& �Q �3 Q3 ��を求めよ．

���　  U �� ��とする．�� ����のとき，/�の極限値を求めよ．
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