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1 『ユークリッドの互除法』とは

手ごろな大きさの 2つ の数の最大公約数は,素

因数分解すればすぐに分かりますが,ある程度以上

の大きさになれば素因数分解が思いつかなくな り,

困ってしまいます そんなときに有効なのがユーク

リッドの互除法です
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このとき,α
′=pβ +ゎ′
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〆 もっで割り切れることになり,α
′とう
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素であることに矛盾する.

したがって,う と″の最大公約数もgである

つまり,α とうの最大公約数とうとγの最大公約

数は一致する
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2つの自然数 α,う について,α をうで割った

ときの余 りを′とすれば αとうの最大公約数

とろとγの最大公約数は一致する

夕う砂・,,lτ″〕ようにr`

『ユークリッドの互除法』を使いこなす

一般に,α とらの最大公約数を (α,う)と 表記 し

ます 例えば (8,12)=4,(5,7)=1な どなど

座標 と混同しないでください

この表記方法を用いると,ユークリッドの互除法

とは

α=ιg tt γ (0≦ γ<b)

=⇒ αとうの最大公約数 と

うとγの最大公約数は同じ

→  (α ,ι)=(b,γ )

とシンプルに表記できます この記法は使いなれ

るととても便利なのでどんどん使っていきます

具体例でやってみよう

【例】 3059と 2337の最大公約数

【例】 2531と 1709の最大公約数

①  ユークリッドの互除法より

(3059, 2337)  -  3059=2337× 1+722
=   (2337, 722)   -2337=722× 3+171
=(722,171) -722=171× 4+38
= (171,38)  ‐-171=38× 4+19
= (38, 19)   ←-38=19× 2+0
== (19, 0)
=19

よって,3059と 2337の最大公約数は 19

(2531,1709)←-2531=1709× 1+822
= (1709,822) ←-1709=822× 2+65
=(822,65) -822=65× 12+42
=(65,42)  -65=42× 1+23
=(42,23)  -42=23× 1+19
=(23,19)  -23=19× 1+4
=(19,4)  -19=4× 4+3
=(4,3)  -4=3× 1+1
=(3,1)  -3=1× 3+0
=  (1, 0)
=   1

よって,2531と 1709の 最大公約数は 1である
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このように,大 きな 2数の最大公約数を求めるの

に,割 り算を繰 り返 してどんどん数を小さくして求

めていくのがユークリッドの動法です.θ
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″注 2531と 1709と 素因数分解すると

3059=7× 19× 23,  2337=3× 19× 41

となり,確かに最大公約数が 19で あることが分

かりますが,2531と 1709は共に素数なので素因数

分解できません よってユークリッドの互除法を利

用するしかありません

珍注 2531と 1709の 最大公約数が 1と いうこと

は,2531と 1709が互いに素であることを意味して

います

考え方 7π +3も 2π +3も素因数分解の様子が

全く分からないので,ユークリッドの互除法を利用

するしかありません      女毎式の場4に t

°
 3==(2π ―卜3)× 3+(π さヽ

lζ
ttl];tTI。

7ゴ イ 数であるが3の倍数でない数」になればよいので
,

■モ。イ 1≦ π≦50に注意して
,

%-6==-5, 5, 10, 20, 25, 35, 40

π=1, 11, 16, 26, 31, 41, 46

の注 (  , )で 表記すれば

(7π+3,2π+3)=(2π +3,π-6)=(π -6, 15)

となります

ゝ、、■1

マブo■か

り
ス0,

2 互いに素 (Pa此 3)

これまで,互いに素であることの証明は,すべて

「互いに素でないと仮定 して矛盾」という方法で証

明してきました これはこれで基本かつ重要な方法

そもそもユークリッドの互除法とは,2つの数の

最大公約数を求める方法のことなので,最大公約数

とてもシンプルで見やすいですね
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2つの自然数 α,う について,ユークリッドの

互除法を繰 り返し行い,

c)=(ο,ご)=

最終的に 1に なれば αとうは互いに素である

を実際に計算して,1になれば互いに素,1に なら

なければ互いに素ではない,のです

実際に, ユークリッ

大公約数を直接求めよう

ドの互除法を繰 り返 して最

というわけです
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例 題 2

πが自然数のとき, π2+π +1と π+1が互

いに素であることを証明せよ

考え方 従来通 り, 互いに素でないと仮定 して

矛盾を示すことも可能ですが

①  π2+π +1=(π +1)× π+1
したがって,ユ ークリッドの互除法より,π

2+π+1

とπ+1の最大公約数は,π +1と 1の最大公約数

に等しい.

π+1と 1の最大公約数は 1なので,π2+π +1
と″+1は互いに素である

珍注 (  , )で 表記すれば

(″ 十π+1,π +1)=(″ +1, 1)=1

となります とてもシンプルで見やすいですね

″注 従来通りの方法でやるなら,

″ +″ +1=pα , π+1=ρβとし,

222=p(β _α
)なので,π もつで害」り切れること

になり,連続する2整数が互いに素であることに矛

盾する,と します これはこれで大切な証明です

考え方 4″ +9υ と 3″ +7υ が互いに素である

ことを証明すればよいです
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例 題 3.

″ と υ を互 い に素 な 自然 数 とす る と き ,

器
は
Pで

あることを調 せ よ

し
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