
赤阪正純 (httpソフinupri web fc2.com) ユークリッドの互除法 (3)

①

4″ +9y=(3″ +7y)× 1+(″ +2υ )

3″ +7y=(″ +2υ )× 3+υ

″+2υ =υ ×2+″

したがって,ユークリッドの互除法より,4″ +9υ

実く  [』tyυ
の最大公約数は,υ と″の最大公約数

夕し``  ″とυは互いに素なので,4″ +9υ と3″ +7υ も

り互いに素,すなわち寺境卜は帥数である
■

″注 (  , )で 表記すれば

(4″ +9υ ,3″ +7y)=(3″ +7υ ,″ +2υ )

=(″ +2υ ,υ )

=(υ,″ )

となります とてもシンプルで見やすいですね

次の問題は,整数問題が教育課程になかった時代

(つ まリユークリッドの互除法など習っていない時

代)の 問題です

例 題 4

マヽしも
① 自然数 亀 は に

'=,+dの

関係があるとき,α とοが互いに素ならば,α

とみも互いに素であることを証明せよ

(2)任意の自然数πに対し,28π +5と 21π +4
は互いに素であることを証明せよ

[2000年大阪市大前期理系]

こた
'}

考え方 今の時代なら,(1)はユークリッドの互

除法より明らかです なぜなら,3=:+α よ

り,う =αグ+ε で,こ れは,う をαで割ったら商

がご,余 りが 0であることを意味しており,ユーク

リッドの互除法により,う とαの最大公約数はαと

0の最大公約数に等しいので,α と0が互いに素な

らば,α とうも互いに素だからです しかし「ユー

クリッドの互除法より明らか」と解答するわけにも

いかないのできちんと証明しましよう

(2)は ,(1)の結果を利用しますが,こ の問題も

ユークリッドの互除法の意識があると解決が早いで

すね

0  (1)を =,十 αより, ι――αグ=ο .

αとιが互いに素でないと仮定すると,α とらに

伊
つヽし

共通の素因数 pが存在するので,ι ―αごは,で割

り切れる よって,0も っで割 り切れることになる

ので,α と0も互いに素ではない

よって対偶命題が証明されたので,元の命題は正

しい

(2)編 =:給乳 +1… ①

であ り,さ らに ,

需 =デ鴇 +3… ②

となる

② より,7″ +1と 1は互いに素だから,(1)よ

り,21π +4と 7π +1も 互いに素である

よつて,① より,21π +4と 771+1は 互いに素

だから,(1)よ り,21π +4と 28π +5も 互いに素

である

■

珍注 今の時代なら (2)がいきな り出題されるか

もしれません その場合は次のような解答になるで

しょう.

鰤

28π +5=(21″ +4)× 1+7π +1
21π +4=(7π +1)× 3+1
したがって,ユークリッドの互除法より,21π +4

と 28π +5の最大公約数は,7π +1と 1の最大公

約数に等 しい

7π +1と 1は互いに素なので,21多 +4と 28π +5

も互いに素である

■

″ 注 (  , )で 表記すれば

(28π+5,21π +4)=(21η +4,7η +1)=(7π+1, 1)

となります。とてもシンプルで見やすいですね

次の問題は,某予備校の模擬試験の問題です 本

校の生徒も出来がかなり悪かった問題です

例 題 5 ″,υ の方程式 7″ -4y=6 (*)

がある

(1)(*)を 満たす整数の組 (″,y)を 1つ求

めよ

(2)(*)を 満たす整数の組 (″ ,υ )を すべて

求めよ
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|(3)(*)を 満たす自然数の組 (″,υ)を 考え



赤阪正純 (htt●グnupri.web.fc2.com) ユークリッドの互除法 (4)

る ,と υが互いに素となる組のうち,″ の値

が小さいほうから 100番 目の組 (″ ,υ)を 求

めよ

[2015年 K塾第 2回全統記述模試]

考え方 (1)(2)は問題ないと思います (3)が

全然お手上げだったようで残念でなりません 「100

番目を求めよ」なんて聞かれるということは絶対に

何らから、員J世があるもずです 少なくともイロイ
ロ           ことくらいはできてほし

いです 予想できればあとは証明です

0 (1)(″ ,υ)=(2,2)

(2)(1)よ り (″ ,υ)=(2,2)が 1組の解な

ので

辺々を引いて,7(″ -2)-4(υ -2)=0

7(″ -2)=4(υ -2)
⌒

→ 7と 4は互いに素なので,″ -2が 4で割 り切

れる

つまり,″ -2=4た とおけ,従って υ-2=7た

となる

以上より,7″ -4υ =6の 一般解は

(″,y)=(2+4た ,2+7た )(た は整数 )

となる

(3)(2)よ りたに順番に整数を代入してみると

互いに素かどうか
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この結果から,た が6で割って余りが3ま たは5の

ときに ″と型 が互いに素になっていることがわか

る この予想が正しいことを証明する

(″,υ)=(2+4た ,2+7カ )に おいて,

(i)た =6カ,6々 +2,6カ +4の とき

″も υも共に偶数になるので互いに素にはなら

ない

(ii)た =6た +1の とき

″=2+4(6λ +1)=24た +6=3(8々 +2)

υ=2+7(6た +1)=42々 +9=3(14た +3)

よって,″ もυも共に 3の倍数になるので互いに

素にはならない.

(iii)々 =6々 +3の とき

″=2+4(6た +3)=24た +14

υ=2+7(6λ +3)=42た +23

(υ ,″)=(42た +23,24た +14)

=(24た +14,18々 +9)

=(18た +9,6た +5)
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「 雅主lF D
″とυの最大公約数は,6た -1と 6の公約数に等

しいが,6カ ー1は 6で割 り切れないので,6カ ー1と

6の公約数は 1,つ まり,″ とyは互いに素である.

(iv)た =6た +5の とき

″=2+4(6λ +5)=24た +22

υ=2+7(6λ +5)=42々 +37

″とυの最大公約数は,6カ +1と 6の公約数に等

しいが,6た +1は 6で割 り切れないので,6た +1と

6の公約数は 1,つ まり,″ とυは互いに素である

以上より,た が 6で割って余 りが 3ま たは 5の と

きに″とυが互いに素である

したがって,100番 目の組はたが 6で割って 5余

る数の 50番 目に相当するので
,

た=5+6(50-1)=299
このとき,(″ ,υ)=(1198,2095)
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