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: 例 題 5 今日は金曜日です

|(1)106日 後は何曜日ですか

|(2)10100日 後は何曜日ですか

|(3)3100日後は何曜日ですか

考え方 実際に某大学入試で出題された問題で

す 曜日は 7日 周期なので,7で害Jっ た余 りに注目

します (1)だ けやってみます (2)(3)は 各自で

① 106≡ 36≡ 93≡ 23≡ 1(mOd 7)

よって,土曜日   有同て,.
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例 題 6.″

371+2+4幼 +1

を自然数とするとき,

は 13で害1り 切れることを示せ .
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≡ 3″・32+42η .41

≡ 9・ 3″ +4・ 16π
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≡ 13・ 3η
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よって,3η
■2+42π+1は 13で割 り切れる.

■

16≡ 3(mod 13)で あることを用いて実にうま

く変形しています 合同式を用いないならば数学的

帰納法で証明するしかありません (勉強になるので

念のため各自でやっといてください)

例 題 7

(1)すべての自然数 πに対して 4″ -1が 3で

割 り切れることを示せ

(2)2η +1が 3で割 り切れるような自然数 多

の満たすべき条件を求めよ

0
(1)4≡ 1(mod 3)な ので

,

ど ≡ lη ≡ 1(mod 3)

よって,4π -1=0(mod 3)

(2)2≡ -1(mod 3)な ので,

2η +1≡ (-1)″ +1(mod 3)

「
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紳 り?

πが偶数のとき,

(-1)η +1三 1+1=2(mod 3)
κが奇数のとき,

(-1)2+1≡ -1+1=0(mod 3)
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よって,2"+1が 3で害」り切れるための条件は,

πが奇数であることである

■

″注 合同式を使わないなら,二項定理より,

ζ =(3+1)η

=Σ  ηCた 3η
~た

1々

た=0

二1ミ史瑠
十ラ～ィ

=2C03210+2C13π lll+…

…+η Cπ 131lπ
~1+2C2301η

=(3の倍数)+1

よって,4η -1は 3の倍数であることがわか りま

す また,(2)も ,

22+1=(3-1)π +1

=Σ 2Cた 32~々 (-1)々
=々0

=η C03π (-1)。 十π Cl解
1(-1)1+

+η Cη_131(-1)η
~1+″

C230(-1)2+1

=(3の倍数)十 (-1)π +1

よって,こ れが 3の倍数になるには,(-1)π +1=0
でなければならないので,π は奇数であることがわ

かります

■

診注 うすうす気づいているかもしれませんが ,

二項定理で展開して出てきた項のうちで,3の倍数

の項を除外し,3の倍数以外の項だけに注目して考 そミ_ムか

:][分「ζ』:1:書 i31旦暑[亀[fi艦[ εフ
です         知らたち■_

珍注 二項定理の他にも因数分解を利用する解法 ●1,tセ

`もありますが,今回は省略します         lnしつゎね

2 アタリマエでないこと

合同記号 (≡ )は等号 (=)と ほとんど同じよう

に処理することができますが,全 く同じというわけ



赤阪正純 (htt●グnupri web.fc2.com) 合同式 (4)

詢
υ
神
費

にはいきません.「普通の等式ならば成立すること」

として次の 2つ を考えてみます はたして,合同記

号でもそのまま成立するのでしようか ますは自分

要するに

αうが %の倍数 =⇒ αまたはうが物 の倍数

が成立するかどうかですが,こ れは,常には成立し

ないことは明らかです 例えば 4× 9=36は 6の

倍数ですが,4も 9も 6の倍数ではありませんね。

しかし,物 が特別な数の場合は成立します 次の

素数に関する重要性質を思い出そう

tく (合同式の性質 Ⅱ

pが 素数 のときに限り,

αb=0→ α≡ 0ま たは♭=0(mod p)

つまり,素数を法とする場合にのみ,等式と同じ

ことが成立するのです
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で考えてみてください

またはク=0

が成立するが,合同式でも

αι≡0-α =0またはひ=0(mod π)

が成立するか ?

tく (素数の基本性質

pを 素数とするとき,αbが っの倍数ならば,

またはろがクの倍数である

したがって,合同式の世界では

0キ 0の とき,両辺をοで

が成立するが,合同式でも,ι キ 0の とき

οα≡ οう =⇒ α≡ b(mod π)

が成立するか ?

これも具体例で考えてみよう

例えば,合同式 35=5

割って

7=1(mod 6)

は成立しますが,合同式

を 2で割って
,

7=4(mod 6)イ

(mod 6)の両辺を 5で

々́ えソ立フ

14≡ 8(mod 6)の両辺

ン|
は成立しません このことからも常には成立しない

ようです

しかし,0と 物 がある条件をみたすならば,合同

式の世界でも成立します その根拠となるのが,次

の重要性質です

ACが βで割 り切れるとき,4身 は整数になる

が,■ とβが互いに素なので約分できないから,C
が βで割 り切れなければならないということです

したがって,

οα=οι (mod π)

⇔ οα―εうが れ で割 り切れる

←⇒ ο(α ― b)が 物 で割 り切れる

より,こ こで,0と π が互いに素で変をだ ,整数の

基本性質より,α ―うが π で割 り切れることになり,

α―う≡ 0(mod物 ),つ まり,α =う (mod“ )

が成立します

したがって,合同式の世界では

とな ります

先ほどの例で,合同式 35≡ 5(mod 6)の 両辺

を 5で割っても成立したのは,5と 6が互いに素で

あったからで,合同式 14=8(mod 6)の 両辺を

2で害1っ て成立しなかったの |ま ,2と 6が互いに素

でなかったからです
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例 題 5 の (2)(3)の 答えはいずれも火曜日
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Pointく (整数の基本性質

Aと Bが互いに素な整数のとき,スCが β で

割 り切れるならば,Cは 3で割 り切れる
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―)Pointく (合同式の性質 Ⅲ)―

0と れ が 互いに素 のときに限り,

οα≡ οι =⇒ α≡ う (mod“ )

と,合同式の両辺を 0で割ることができる


