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例 題 2 自然数 Pが 2でも 3でも害」り切
れないとき,P2_1は 24で割 り切れることを

示せ

考え方  「2で も 3で も割 り切れないJと は
「P=6カ +1ま たは P=6た +5」 の場合にな

るので,こ れを代入しても考えても良いのですがか

えってメンドウです

0
Pが 2の倍数でない (つまり奇数)と き,P2は 8

で害1る と余 り 1なので,P2_1は 8で割 り切れる
Pが 3の倍数でないとき,P2は 3で割ると余 り
1なので,P2_1は 3で割 り切れる

ょって,P2_1は 3でも 8でも割 り切れるので

24の倍数である

■

珍注 この問題で次のように考えた人はいませ

んか

「P2_1=(P+1)(P-1)Pが 奇数なので

P-1と P+1は 共に偶数  よって P2_1は 4の

倍数  したがって 24の倍数になるにはさらに 6の

倍数になることを示せばよい・ ・ 」

何がマズイか分かるでしょう 4の倍数かつ 6の

倍数は 24の倍数ではないからです (正 しくは 12の

倍数 )

考え方 α,b,ι はどの 2つ も 1以外の共通な約

数をもたない正の整数だからα,ι が共に偶数にな

ることはありません

O οが偶数だと仮定すると,α ,ら,ο はどの

2つ も 1以外の共通な約数をもたない正の整数だか

らα,ι は共に奇数でなければならない このとき,
『平方数の分類』よりα2,b2は それぞれ 4で割ると

1余るので,α2+ら2は 4で割ると 2余 る.ε2を 4

で割った余 りは 0なので,α2+ι2キ ι2と な り矛盾す和ま奇数である
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例 題 3. α,ι,cは どの 2つ も 1以外の共

通な約数をもたない正の整数とする α,ι,0
が,α2+ι2=。2を みたしているとき,0は奇

数であることを証明せよ

E

例 題 4 自然数 α,う,cが α2+ら2=。 2

を満たすとき,

(1)α ,ら のうち少なくとも 1つ は 3の倍数が

あることを示せ

(2)α ,う,cの うち少なくとも 1つは 5の倍

数があることを示せ

考え方 当然ながら背理法です
①  (1)α もιも3の倍数でないとすると,α 2,

♭2を 3で割った余りはそれぞれ 1なので,α2+ぅ2

を 3で害1っ た余りは 2である

また,平方数 ο2を 3で割った余りは 0か 1なの

で,α2+b2キ 。2と なり矛盾する

よって,α ,う のうち少なくとも 1つ は 3の倍数

である

(2)α ,b,cがすべて 5の倍数でないとする
と, α2,ι2,。2を 5で割った余りは 1か 4である

α2+ゎ2を 5で害Jっ た余りは,1+1か 1+4か 4+4
を 5で割った余り,すなわち,2か 0か 3なので,
α2+b2キ 。2と なり矛盾する

よって,α,ら,cの うち少なくとも 1

数である  =ざぅらす子のか
わ理由Zι ,今ソちλlタ

考え方  直角を挟む 2辺 を α,う とすれば
S=:α うなので,こ れが 2の整数倍になるに
はαわが 4の倍数にならねばなりません つまり,
α,う が共に偶数になるか,どちらか一方が 4の倍

数になれば良いのです

①  直角三角形の 3辺をα,b,0と し,ο を斜辺
とする このとき,三角形の面積 Sは S=―夕 αう
となる

まず,α
2+ι2=。 2ょ り,α ,♭ が共に奇数にな

ることはない。なぜならば,共に奇数だと,『平方

数の分類』よりαもうも 4で割ると 1余るので,
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例 題 5  直角三角形の 3辺の長さがすべ

て整数のとき,面積は 2の整数倍であることを

示せ
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tおう。

α2+ぅ2は 4で害」ると2余る 平方数を4で割った
余りは 0か 1なのでα2+ク2キ 。2と なり矛盾する

よって, ともに偶数か,一方が偶数で他方が奇数 .

(i)α ,bが共に偶数のとき
αわは 4の倍数になるので S=―

井
αbは 2の整

数倍である

(ii)α ,わ のうち, 一方は偶数で,他方は奇数

のとき.

αを偶数,bを奇数として一般性を失わない い
まαが 4の倍数でないとすると,α =4た +2と お

け, ′ =(4々 +2)2=16た 2+16λ +4と なるの
で,α
2は 8で害」ると4余る

また,『平方数の分類』より,奇数の平方数は 8

で割ると 1余るから,う とοは共に奇数なので,b2

と。2を 8で割った余りは l α2+ぅ2キ ι2と なり

矛盾する したがって,α は 4の倍数になるので,
S=―
夕
αbは 2の整数倍である

以上 よ り,S=一 二 αみは 2の整数倍 である _

■

例 題 6 整数α,ら,ο ,α が
等式α2+ぅ2+。2=グ2を みたすとする

(1)グ が 3の倍数でないならば,α ,ク,cの

中に 3の倍数がちょうど 2つ あること

を示せ

(2)グ が 2の倍数でも 3の倍数でもないなら

ば,α ,夕,ο のうち少なくとも 1つ は 6

の倍数であることを示せ

考え方 (1)背理法を利用します.α ,う,ο の中

に 3の倍数が 3個,1個,0個 ある場合に矛盾が生
じることを示す

(2)なかなか難しい グが 2の倍数でも 3の倍数
でもないから,α =6た ±1と おいて,背理法です

この問題では何で割った余りに注目すればよいので

しょうか。ここが最大のポイントです

0 (1)α は 3の倍数ではないので,『平方数
の分類』より,α2は 3で割ると 1余る

(i)α ,ら,ο がすべて 3の倍数であるとき

『平方数の分類』より,α
2,b2,。2はすべて 3で

割り切れるので,α2+ら2+。2も 3で割り切れる

グ2は 3で割ると 1余るから矛盾
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(ii)α ,b,ο の中に 3の倍数が 1個あるとき

『平方数の分類』より,α2,ぅ2,。2はそのうち 1

つが 3で割 り切れ,残 りの 2つ は 3で割ると 1余

るので,α2+ぅ2+。2は 3で割ると 2余 る ′ は
3で割ると 1余るから矛盾   (iii)α,わ ,ο がす
べて 3の倍数でないとき

『平方数の分類』より,α
2,ι2,c2はすべて 3で

割ると 1余るので,α2+b2+ε2は 3で割ると3余

る,つ まり3で割 り切れる グ2は 3で割ると 1余
るから矛盾

以上より,α ,ら ,cの中に 3の倍数がちょうど 2
つある

(2)(1)よ り,α,ι ,θ の中に 3の倍数がちょう

ど 2つあるので,α =3ι , ι=3π , c=3π ± 1
と表しても一般性を失わない このとき,6の倍数
になる可能性があるのはαまたはらである よっ
て,α ,ι ともに 6の倍数でないと仮定すると,ι ,切
はともに奇数になるのでι=2p+1,π =29+1
とおけ,α =6p+3,ι =69+3と なる また,α
が 2の倍数でも 3の倍数でもないからd=6た ± 1
とおける

このとき,

ε2=ご2-α2-b2

=(6カ ±1)2_(6,+3)2_(69+3)2

=36た 2± 12カ +1-36p2_36p-9-3692_369-9

=12(6た 2± 1-3p2_3p-392-39-2)+7

なので,02は 12で割ると 7余る 一方 ,

ι2=(3η ± 1)2

=9″ ± 6π ―卜1

=6π(π ± 1)+3π2+1

π(π ± 1)は 連続 2整数の積なので偶数  よって
物 (π ± 1)は 12で割り切れるので,ε2を 12で割っ

た余 りは 3π2+1を 12で割った余 りに一致する
しかし『平方数の分類』より,η

2を 4で割った余 り

は 0か 1に しかならないから 3π2+1を 12で害Jっ
た余 りは 1か 4に 限られるので矛盾である

よって,α,ら,0の うち少なくとも 1つは 6の倍

数である

■

″注 一番最後の部分ですが,π2=4た ,4カ +1
として 3η2+1に代入すればわかると思います。
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