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いきなりですが,「余り」についてのとても不思

議で美しい定理を紹介しよう

この定理はとても重要でいろいろな場面で活躍す

るので,こ こでは「基本定理」と呼ぶことにしよう

それにしても本当にこんなことがおこるのでしょ

うか ちょっと信じがたいですが, まずは具体的な

数字で確認してみよう
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具体例での確認

まずは互いに素な 2数として,α =3,う =8と
よう 7個の整数

1× 3, 2× 3,3× 3, 4× 3, 5× 3,6× 3, 7× 3

を,8で割った余 りを求めると,

1× 3=3 -―

2× 3=6 -

3× 3=9 -

4× 3=12 -一

5× 3=15 -
6× 3=18 -

7× 3=21 -→

確かに,余 りに,1, 2, 3,

1回ずつ現れています
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次に,互いに素でない 2数として,α =6,ι =
の場合で基本定理を確認してみよう 7個の整数

1× 6, 2× 6, 3× 6, 4× 6, 5× 6, 6× 6, 7× 6

を 8で割った余りを求めると,

α,み が互いに素であるとする

このとき,ι -1個の相異なる整数

をみで割った余りには,1か らι-1ま での整

数が 1回ずつすべて (順不同で)現れる

余 りの美しさ

1× 6=6

2× 6=12
3× 6=18
4× 6=24

5× 6=30
6× 6=36
7× 6=42

となり,余 りは 0,2,
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余 り6

余 り4

余 り2

余 り0

余 り6

余 り4

余 り2

しかありません

なんとも不思議な結果ですね どうしてこんなこ

とが起こるのでしようかね (他の数字の場合も試 し

てみよう やればやるほど不思議さが実感できる
しょう)

それでは基本定理を証明しよう

基本定理の証明

b-1個 の整数

lα , 2α , 3α ,   ,

をうで割った余りは, 1,
れかの数である よって ,
なるだここ進小幽£ましヽ
ια,πα (1≦ ι<π ≦π-1)を うで割った余
りが同じであると仮定すると,

ια=ι91+γ

πα=う92+γ

(π ―ι)α =ι(92~91)

αとうが互いに素なので,π ―ιは bの倍数で

ある ところが,1≦ ι<π ≦ ι-1よ り,
1≦ π 一 Z≦ ι-2だ から,″ ― Jは らの倍数
にはならない よって,矛盾 .

したがって,う -1個の整数

lα,2α ,3α , …,(b-1)α

をうで割った余 りは全て異なるので,題意は証明さ

れた

R翻4ζプ鮮写・

(b-1)α

2, ,̈ う-1のいず
わ-1個の余りが全て異

クばず
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珍注 この証明の最大のポイントは最初の部分で
す どうして「ιで割った余りが,1か らι-1ま
での整数が1回ずつすべて (順不同で)現れることJ

が,「余りが全部異なること」を示すことで証明で

きるのか分かりますか

ら-1個の箱に国 からわ-1のカードを1
枚ずつ入れる, とイメージしよう

「どの箱にも違うカードが入るJな らば,1枚ず
つ全部バラバラに入ることになります 箱の個数と
カードの枚数が同じであることが重要なのです

いずれにしても,こ の証明の考え方がとても重要

なので, しっかりと理解しておこう.マ ジで大切

さて,基本定理から導かれる重要な性質を 2つ紹

介しよう

α,み が互いに素のとき,基本定理より,

の中に,ク で割ると余りが 1に なるものが必ず存在

する それを α々,そのときの商を9と おくと,

たα=ι9+1

∴ α力+ι(―,)=1

ここで,た =″,-9=υ とおけば題意は成立する

α,う が互いに素でないと仮定すると,共通の素

因数 pが存在し,α =クα′,b=pb′ となる この
とき,

α″+bυ =1      もち方向は
←⇒pα句十pι′υ=l     ヵ)タン
⇔メぬ+ゆ=l  θ

pは素数なので,この式は矛盾である  うγ千～

α, ιが互いに素

⇔ α″+ιυ=1
する

19`

つまり,例えば

3″ +5υ =1

のような不定方程式は,式の数より文字の数が多い

にもかかわらず,必ず整数解 ″,υ をもつのです

どんな整数解なのかは分かりませんが,と にかく
「存在する」ことが保証されたわけです これはす
ごいことです

このように,基本定理はただ単に余りが全部異な

ることを主張しているだけではなく,「余りが 1に

なるものが必ず存在すること」の証明にもなってい

ます つまり,基本定理を利用すれば,具体的にい
つ余 りが 1に なるかは分からないが,「必ずある」

ということは断言できるのです.

このような「存在証明」は数学の中でも難問の部

類に入りますが,その攻略方法としてこの基本定理

が有効であることをしっかり頭に入れておこう

多注上にあげた 定理① を互いに素であるこ

との定義とする場合もあります

① α× (一α)十 (α2+1)× 1=1よ り,

α″+(α2+1)y=1を みたす整数 ″,υ が存在
するので,α とα2+1は互いに素である

■

一般に「互いに素であることを証明せよ」と言わ

れたら,こ の方法で証明することは避けたほうが良

簿ですが,互いに素であるかどうかチェックする手

法として知っておくと便利でしょう

定理① から次の事実が導き出されます

Point

定理 ②

α,ろ が互いに素であるとき,α″+うυ (″ ,υ

は整数)は任意の整数値をとることができる
つまり,α″十ιυの形ですべての整数を表現す

―

ることができる
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1例 題 αを2以上の自然数とするとき,α と
し2+1は互いに素であることを定理① を利
用して示せ


