
整数問題 「基礎の隙間」

整数問題の基礎事項で少し残っている部分があるので,ま とめて紹介しておこう

1 指数型の扱い方

2η や 3η のような指数型の整数を割った余 りを考

えよう これには 3通 りの方法があ ります.次の

例 題 をそれぞれの方法で解き比べてみよう.

11 合 同式 の利 用

この方法が最も簡単でベス トな解法です

0 (1)4≡ 1(mod 3)な ので,

42=12=1(mod 3)
よって,4η -1=0(mod 3).

(2)2≡ -1(mod 3)な ので
,

2π +1≡ (-1)η +1(mod 3)

πが偶数のとき,

(1)η +1=1+1=2(mod 3)
れが奇数のとき,

(-1)η +1≡ -1+1=0(mod 3)

よって,2η +1が 3で割 り切れるための条件は,

πが奇数であることである
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12 二項定理の利用

整数問題でも二項定理を利用することがよくあり

ます

例 題 1

(1)すべての自然数 πに対して 42-1が 3で

割 り切れることを示せ

(2)22+1が 3で害」り切れるような自然数 π

の満たすべき条件を求めよ

多み
キ1-イ

(α +わ )π = ηCたα″
~た

ら々

7」人τ～1

です.

赤阪正純 (httpンクlnupri web fc2 com)              整数問題「基礎の隙間J(1)

さに‐
ち翼ぼ

れへ。1～

珍注 二項定理より,
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=(α の倍数)十 みη

となるので,(α +b)れ をαで割つた余りは,bη をα

で害」った余りに等 しいことがわか ります つまり,

合同式で書けば

(α +b)π ≡ 〆 (mod α)

0 (1)二 項定理より,

4η = (3+1ソ

=Σ 2C々 32~た 1た

た=0

=2C03210+η  C13″
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=(3の倍数)+1

よって,4η -1は 3の倍数である

(2)二項定理より,

2π +1=(3-1)2+1

=Σ  πC々F~た (-1)た
た=0
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=η C03π (-1)。 十η C132 1(_1)1+…

… +"Cη_131(-1)2~1+η C23。 (-1)η +1

=(3の倍数)十 (-1)2+1

これが 3の倍数になるためには,(-1)η +1=0
でなければならないので,η は奇数である
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″注 うすうす気づいているかもしれませんが,

上の解法において,二項定理で展開して出てきた項

のうちで,3の倍数の項を除外し,3の倍数以外の

項だけに注目して考えるのが最初に紹介した「合同

式を用いた解法」に他なりません つまり,合同式

とは二項定理による解法を簡略化しただけのこと
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13 因数分解の利用

次の因数分解は整数問題に限らず重要な公式でい

ろんなところで登場します

Pointく (因数分解の公式

公式 ①  πを自然数とするとき,

αη―′

=(α ―わ)(α
21+αη 2♭ +α″3b2+

… +α2′ 3+αぅη2+′ 1)

πが奇数のとき,

αη+b7・

=(α +b)(αη~1-α 2~2ι +απ-3b2_

+α2b23_αιπ 2+ιれ 1)

この因数分解は指数の形の式を「積の形に変形す

るJこ とができるという点でとても重要です

απ― bη は全ての自然数 πで α― bを 因数にも

歌`義ヽ
とな り,

(2)

ち,α
η+bπ はπが奇数のときだけα十クを因数に

もつことに注意 しよう

①

(1)4に 1=′ -lη となるので,前間と同様

に,公式① でα=4,う =1と すれば,

う3く ♂ -12
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=(4-1)(421+¨ +121)

=(421+… +F‐)ク
3の倍数になることがわかる  力tiド ～

η=2π のとき,

22+1=22π +1=4π +1=(4π -1)+2

となり,(1)よ り,4π -1は 3の倍数だから,2η +1

は 3で割ると 2余 る

π=2れ +1の とき,

2η+1=22π +1+1=4″ ×2+1=2(4″ -1)+3

となり,(1)よ り,4″ -1は 3の倍数だから,2η +1

は 3で割 り切れる

よって,2れ +1が 3で割 り切れるような自然数 π

はπが奇数であることである
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″注 (2)で,なぜいきな りπが偶数か奇数かで

場合分けしたのでしょう それは 公式 ② が背景に

あります 「いつ 2π +1が 3で割 り切れるか」と問

われたとき, 公式 ② をイメージして,吻 が奇数

なら 2η +1=(2+1)(・ …・)と 因数分解できるの

で 3で割 り切れるはずだ」と考えたからです

解答では,(2)は (1)の 結果を利用 しているの

で,因数分解の公式を直接的に使っていませんが,

場合分けを考える際に (間接的に)因数分解の公式

を考えているのです

以上,3通 りの解法を紹介しましたが,圧倒的に

合同式を利用した解法が簡単なのがわか ります し

かし,二項定理や因数分解も重要な解法なので,今

回だけは 3通 り全てマスターしておきましょう.

考え方 必要十分条件なので,双方向の証明が必

要です もちろん合同式を利用しましょう.

0
吻が3の倍数

=⇒ 2η を 7で割ったときの余 りが 1」 の証明

π=3た とおく

2η =23た
≡ 8々 =1た =1(mod 7)

よって,22を 7で割ると余 り1である

「2η を 7で割ったときの余 りが 1

=⇒ πが 3の倍数」の証明

πが 3の倍数ではないと仮定する

η=3た +1の とき,

2η =23々
+1=2・

8々 =2・ 1々 =2(mod 7)

π=3々 +2の とき,

2″ =23々
+2=4・

8々 ≡ 4・ 1々 ≡ 4(mod 7)

いずれの場合も 22を 7で割ると余 り1で はない

よって,対偶命題が証明されたのでもとの命題は
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例 題 2.

22を 7で割ったときの余 りが 1で あることの

必要十分条件は,π が 3の倍数であることを証

明せよ


