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″注 合同式を利用しないなら,

8々 =(7+1)た と解釈して二項定理で展開する

8々 -1=8々 -1々 と解釈して因数分解を利用する

ことになります さっきと全く同じなので各自で時にやっといてくださ卜
」
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2 偶奇性

整数の問題を考えるとき,その数の偶奇性 (その

数が偶数なのか奇数なのか)があらかじめわかって

いると,かなり手間が省けて都合が良いです いき
なり問題を解き始める前に,そ の数2猥貞雌4娑ン
なっているのか、まず考えるク

セをつけよう.

偶奇性が判定できるのは,次のように和,差,積

の偶奇がわかっている場合がほとんどです

Pointく (整数の/F5奇性

2つ の整数 ″,π について次の偶奇性が成 り

立つ

んじヽりぃ

tぢえ■イの

例題 3

α,み を整数とし,2次方程式″
2+α″+b=0

を考える この方程式の判別式 Dが平方数で

あるならば,解は全て整数であることを示せ

考え方 D=α 2_ π2と ぉけば,解は

″=響 =三コザコ笙これが整数になる
には,fα±れが偶数になればよぃことがわかりま

す.こ のとき,α,π の偶奇性はどうなればよいの

でしょうか

OD=α 2_4b=π 2と ぉけば,解は

″ =響 =響

となる D=α 2_4b=″ 2ょ り,

(α +π )(α ―a)=4う =偶数 となる また,
(α tt π)+(α ―π)=2α =偶数 ともなるので,  

仲ァ熟
α+π とα―物は共に偶数である     /′ ―〔マ付2,

例 題 4

′,9を整数とし,ノ (″)=ノ 十ク″+gと
おく /(1)も /(2)も 2で割り切れないとき,

方程式/(″)=0は整数の解をもたないこと
を示せ

考え方 ノ(1)も /(2)も 2で割り切れないこと
から,夕 と9の偶奇性が決まります

0/(1)=1+p+cが 2で割り切れないこ

とから,p+9は偶数 /(2)=4+2夕 +9が 2で
割り切れないことから,9は奇数 したがって,p
もgも 奇数となる。

方程式ノ(″)=0が整数の解″=れ をもつと仮
定すると,/(π)=0よ り,

π2+夕″+9=0
π(π +♪)+9=0

(勿 +9)一 π =c(奇数)だから,777+9と れの

偶奇性は一致しないので,積 π(協 +9)は lll数で

ある

したがって,π(277+p)+g=(偶数)+(奇数)
が0になることはない

つまり,方程式 ノ(″)=0は 整数の解をもた
ない
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3 周期性
ある状態が繰 り返しおこっているとき「周期性を

もつ」といいます 整数問題に限らず,数学におい

ては周期性を考えることは重要です 周期性を見つ

ける方法はただ一つ,ひたすら実験することです

次の問題でも,まずは,31,32,33,34,35,…

の 1の位を順に調べて,規則性を予測するしかあり

ません

筆ぃ
″ +π が偶数 ←⇒ れ ,

4-π が偶数 ←→ れ ,
π +π が奇数 ←⇒ π ,

π ―ηが奇数 ←→ π ,

πηが奇数 ←⇒ れ ,

れの偶奇は一致する

πの偶奇は一致する

πの偶奇は一致しない

πの偶奇は一致しない

πは共に奇数
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1 例 題 5 31000の 一の位の数字を求めよ. |
t _ ______… …  ……―― ― ― ―  ―  ―一一…………… 〕

031,32,33,34,35,.… の一の位を順に調
べると,3,9,7,1,3,9,7,1,… と周期 4で

繰 り返す 1000は 4で害」り切れるから,31000の 一

の位の数字は 1である

■

珍注 おそらく上の解答で問題ないと思います

が,「上の解答は単なる予想に過ぎず,厳密性に欠

ける」と思う人は.周期が 4であることを証明して

ください 証明方法は,31,32,33,34の 一の位の

数字が異なることを確認した_ヒで,3η
+4と

3″ の一

の位の数字が等しいこと,つ まり,3η
+4_3η が 10

の倍数であることを示せばよいでしょう

3η
+4_3π =32(34_1)=3π (81-1)=34・ 80

例題 6 20002を 7で害」った余りをαηと

し,Sπ =αl+α2+¨ +αηとおく このと

き,Sπ が 7で割り切れる最小の″を求めよ

考え方 まずは実験してα″を予測しますが,実

陰晨に, 20001,  20002,  20003,  20004,  20005,

を計算してから7で割るでしようか こんなと

きこそ合同式です

①  2000三 5(mod 7)で あるので,

20002=52=4(mod 7)

20003≡ 53≡ 5・ 52≡ 5・ 4=20三 6(mod 7)

20004≡ 54≡ (52)2=42=2(mod 7)

20005≡ 55≡ 52.53≡ 4・ 6=24=3(mod 7)

20006=56=(53)2=62≡ 36=1(mod 7)

20007≡ 57≡ 51・ 56≡ 51≡ 5(mod 7)

以後,5,4,6,2,3,1を繰 り返していく したが

っ て ,

5+4+6+2+3+1=21

ではじめて 7で割 り切れるから,最小のηはκ=6

■

珍注 これもおそらく上の解答で問題ないと思い

ますが,「上の解答は単なる予想に過ぎず,厳密性

に欠けるJと思う人は 周期が 6であることを証明

してください 証明方法は,51～ 56を 7で割った余

りが全て異なることを確認した上で,5η
+6と

5η を

7で割った余りが等しいこと,つ まり,5″+6_5π が

7の倍数であることを示せばよいでしょう

52+6_5π =5く 56_1)=52(15625-1)

=5η・15624=5η・7・ 2232

例題 7 整数πに対し/(π)=2堕ザ
J2

とおき,αη=グ (・)と定める ただし,づ は虚
数単位を表す このとき,αη+た =απが任意の
整数れに対して成り立つような正の整数λを

全て求めよ E2001年京大前期理系]

考え方 京大理系の問題ということで,いかにも
ムツカシそうに感じますが,こ れまた実験すれば簡

単に周期性が見えてきます

=づ
∠コち留選n=j∠与D+8η +28

=j二字
2+4(2π+7)=づ∠り
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であるので,α
"は

1, 1, j, 一J, -1, -1, 一づ, づ

を繰り返す (周期 8)

したがって,求めるたは8の倍数  ャッフ～

ψ

・
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〇 なので,黎警 警 鍔 理 こ導、
ると,π の周期が8であることが予想されます 今
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度はきちんと周期が8である証明もします

①

π=0の とき,α7=`0=1
π=1の とき,αη=じ0=1

π=2の とき,αη=ノ =づ
η=3の とき,%=づ3= づ
π=4の とき,αη=j6=`2=_1
π=5の とき,%=じ 10=づ2=_1

π=6の とき,αη=215=づ3=_j

π=7の とき,α″=づ21=づ

また ,

%+8=〆("+3)=づ
立曼夕璽 =づ
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