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まずは記念すべき新課程入試 1年目に出題された

問題から 整数問題の基本的な考え方の多くを含ん

でいる良間だと思います

例 題 3

(1)π が正の偶数のとき,″ -1は 3の倍数

であることを示せ

(2)π を自然数 とする 2η +1と 22-1は互

いに素であることを示せ

(3)p,9を 異なる素数 とするとき,
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を満たす p,9の組をすべて求めよ

[九州大学 2015年前期理系]

考え方 (1)(2)は基本問題.こ れまでにも何度

も紹介しました (3)は当然 (1)(2)の 結果を使い

ますが,特に (2)の結果をどのように使うのかがポ

イントでしょう

①  (1)η =2π (れ は正の整数)と おけて,

2η -1=42-1=(4-1)(421+4″ 2+¨ +41+1)

よって,2η -1は 3の倍数である

(2)2η +1と 2η -1が互いに素でないと仮定す

ると,共通の素因数 pが存在し,

22+1=pα  2η -1=pβ

となる 2η +1と 2η -1

奇数である

このとき,p(β ―α)

p≧ 3よ り矛盾.よ って
,

に素である

は共に奇数なので,pも

=2 ,は 奇素数なので

2″ +1と 2η -1は互ヽヽ

よつて,,9

より,① の左

p=3ま たは

(3)2'1-1=p92  ①

p-1≧ 1なので① の左辺は奇数

はともに奇数になる

このときp_1は 偶数なので (1)

辺 2'1-1は 3の倍数になるので
,

9=3で ある

(1)ρ =3の とき

互いに素 (Part。 2)

大学入試においては,互いに素であることを証明する問題よりも,互いに素であることを利用する問題が

多く見受けられます 少し難 しいですが,い くつか紹介しよう
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①より,2'1-1=9p.p-1は偶数なので,

一(24井 +1)(241-1)=32p      ([ラフ

(2)よ り,24井 +1と 2も|-1は 互いに素で,p
lま 3でない素数だから,

(ア)241+1=32,24井 -1=ク のとき
このとき,p=7で ある

(イ )241+1=沙,241-1=32のとき
このとき,こ の式をみたす素数 夕は存在しない

したがって (i)(ii)よ り,求めるp,9の 組は,

(p,9)=(7,3)

■

珍注 (1)は合同式を用いるともっとスッキリ示

せます

日旺詢 2π ≡ 4″ ≡ 12=1(mod 3)
よって,22-1は 3の倍数である

考え方 α2_α =α (α -1)と 因数分解すれば
,

連続する 2整数の積になります 「連続する 2整

は互いに素」を思い出そう

①  α2_α =α (α -1)が 10000=24.54で割

り切れるとき,α とα-1は互いに素であるから,

αとα-1の一方のみが素因数 2を もち,

αとα-1の一方のみが素因数 5を もつ

まず,α は奇数なのでα-1は偶数 よってα-1

が 24の倍数である
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例 題 4.  3以 上 9999以下の奇数 αで ,

α2_α が 10000で割 り切れるものをすべて求

めよ

[東京大学 2005年前期理系]
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α-1が 54の 倍数だ とす ると,α -1は 24

かつ 54の 倍数つまり 10000の 倍数になるので ,

α-1≧ 10000で,3≦ α≦9999に反する

つまり,α が 54=625の 倍数である

α=625π とおくことができる 3≦ α≦ 9999

より,3≦ 625π ≦9999 よって,0<″ <16
この中でα-1が 24の倍数になるような奇数π

を求めればよい

α-1=625π -1=16・ 39π +π -1

であるから,π -1が 16の倍数にならねばなら

ない つまりπ=1に 限られる

このときαはα=625.

■

珍注 まず,連続する2整数が互いに素であるこ

とを知っていないとどうしようもありません これ

は必ず覚えておこう 試験では時間と解答スペース

に余裕があれば証明もしておこう

考え方 (1)は問題ないと思いますが,(2)が と

ても難 しい こんなときは具体例で考えます

例えば,p=6,9=8と してみよう このとき,

p2■ 〆=100, p9=48なので, 
型堅≧==尭卜を

みたす,互いに素なαとιを求めればよく,少 し計

算すれば,α =25,ι =12と 見つかります 確か

に,Vα +2b=V25+24=√ 菊 =7と なります

次に,p=5,9=8と してみよう このとき,

p2_トダ==89, p9=40なので, 半= 〈身をみ
たす,互いに素なαとわを求めればよく,少 し計算

すれば,α =89,ク =40と見つかります 確かに,

Vα +2う =V89+80=VT雨 =13と なります

さて,α やらはどういう数なのでしょうか pと

9が互いに素な場合はb=pgら しいですが,夕 と

9が互いに素でない場合は   'こ こがポイント

例 題 5. α,わ,p,9は すべて自然数で
,

午と=子 を満たしていなαとら
の最大公約数が 1の とき以下の間に答えよ

(1)夕9は みで割 り切れることを示せ

(2)Vα +2ι は自然数であることを示せ

[京都大学 1998年後期文系]
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① ① 等 生=子 …①
① より,α沙9=み(p2+92)
よって,α ,bが互いに素だから,pσ が ぅで割 り

切れる

②①ょ%p2+92=号L=π …②
とおける (れ は自然数)pと 9の最大公約数を

gと おくと
,

p=θメ, 9=gg′ (p′ と9′ は互いに素)

となり,これを②に代入して,

特 重 =写 =π

p′
2+9′2_

α

① と同 じ形 になるので,(1)

メ9′ はらで割り切れる …

③より,

″
一ι 子…③

よ り,

④

グ
ア

=α9′
~bp′ ι手=αρ′ι9′

であり,夕
′と9′ が互いに素なので,み はメでも9′

でも割 り切れる つまり,
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よって,③ より静=1になるので,

α=/2+g′ 2

したがって
,

θ難 11

Vα +2b= p′
2+`′ 2+2p′

9′ =ν
′
(p′ +9′ )2=〆 +9′

となり,Vα +2b lま 自然数である

■

「互いに素」であるときに成立する重要性質とし

て,忘れてはならないのが次の性質です 平方数で

あることの証明に利用されます

く(「互いに素」の性質

α,bを 互いに素とする

αιが平方数のとき,α もうも平方数である
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に明らかですが,証明しておこう.


