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まず,α またはみが 1の ときは明らか それ以外

の場合を考えると,α が平方数でなければ,α を素

因数分解したとき,あ る素数 pで 「クの奇数乗」と

いう因数が現れるはずである ところが,α ,う が

互いに素だから,bは pを因数にもつことはなく,

結局,α夕を素因数分解 したときも,や はりつの指

数は奇数のはず これは右辺が平方数 (全ての指数

が偶数)であることに矛盾.よ って αは平方数 同

様にうも平方数

例 題 5 連続する

数にはならないことを

2つ の自然数の積は平方

示せ

考え方 ゃはり,連続する 2つの自然数は互いに

素であることを用います

①  積 π(π +1)が平方数になったと仮定する

と,連続する 2つ の自然数 π,π +1が互いに素な

のでπもη+1それぞれ平方数になる

よって,π =α2,π +1=b2と すると,

α2+1=ι2  ∴ (b+α )(b一 α)=1
この式を満たす自然数 α,bは存在しない よっ

て,″ とπ+1がともに平方数になることはない

したがって,連続する 2つ の自然数の積は平方数

にはならない
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また,″2<π
(η +1)<(π +1)2で ぁることに

気づけば π(π +1)が平方数にならないことは明ら

かです (こ のことを整数の離散性 と言います)

□騎32
π(π +1)一 ″=π >0
(π +1)2_π (π +1)=π +1>0

ょって,ノ <π (η +1)<(π +1)2

F (用 ,3

例 題 6 α,う,cはどの 2つ も互いに素な

自然数で,α2+ι2=。 2を みたすものとする

このとき次の問いに答えよ.

(1)α,う が共に奇数であるということはあ

りえないことを証明せよ

(1)α ,み のうち偶数である方をα とする

このとき,0+α ,ε ― αは共に平方数

であることを示せ

考え方 (1)は ,『平方数の分類』で終わり

(2)は ,(1)の結果とα,う が互いに素であること

より,一方が偶数,も う一方が奇数 α,う のうち偶

数をグ, 奇数をοとおくと,

α2+。2=ε2←→ .2=(。 +α )(ο 一α)

となり,0+α とι―αが互いに素であることが証

nr,H,

警後itT7〔撃li=1,多β『]lllFて  11ィいるので,π (π +1)が平方数になることはない
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疹曰 2012年 の東大理系第 4間 で類題が出題 さ

れています

πを 2以上の整数とする.自 然数 (1以上の整

数)の π乗になる数をπ乗数 と呼ぶことにす

る 以下の問いに答えよ

(1)連続する 2個の自然数の積はπ乗数では

ないことを示せ

(2)連続するπ個の自然数の積はπ乗数では

ないことを示せ

[東京大学 2012年前期理系]

平方数ではなく一般的に η乗数でも成立するよ

うですね 興味のある人はぜひ挑戦してみてくださ

い ((2)は ムズイので (1)だ けでも)
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明できれば,0+α とο一グは共に平方数であると

いえます なお,ε +α ,ο 一グは共に奇数である

ことに注意しよう

0 (1)α ,わ が共に奇数であるとき,α
2も ι2

も 4で害」ると 1余 るので,′ 十ι2は 4で割ると 2

余る数である 平方数を4で割った余りは0か 1な

ので,4で割ると 2余 る数は平方数にはならない

ょって,α
2+ぅ2=。 2は成立しないので,α,bが

共に奇数であるということはありえない

(2)α ,bが互いに素だから,共に偶数というこ

とはないので,一方が偶数,も う一方が奇数になる

α,bの うち偶数をご, 奇数を 0と おくと,

α2+。2=。2←⇒ ′2=(ι +α )(ο ―α)

となり,ο +α,ο 一αが互いに素であることが証

明できれば,0+グ,0-ご は共に平方数であると

いえる

ο+α, ο一aが共通の素因数 クをもつと仮定

すると,ι +ご =pα , ο―ご=pβ となるので,

20=p(α tt β).ο 十∂,0-α は共に奇数なので
,

素因数 pキ 2なので,Cが つで割り切れる この

とき,α も,で割り切れることになり,ι とグが互

いに素であることに矛盾する

よって ε+α,0-α が互いに素になるので
,

ι+グ ,ο ―αは共に平方数である

1 例 題 7  自然数 α,ι,ο について,等式

l α2+ι2=ι2が成 り立ち,かつ α,bは互いに

1 素とする このとき,次のことを証明せよ

| (1)α が奇数ならば,bは偶数であり,し た

|    がって οは奇数である

| (2)α が奇数のとき,α +ι =2ご2と なる自

然数 αが存在する“
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[京都大学 1999年後期文系]

考え方 (1)は ,こ れまた『平方数の分類』で終

わ り

② に 守
が平方数になることを示せばよ

ぃです α2+ι2=。2ょ り,

(・4計・ )(・→テ

2)=(3)2

赤阪正純 (h ri web fc2.com) 互いに素 2)( 4)

犯いま偶数なの■守 ,7,:嵐ザ
れも自然数なの■守 とザ が]雛素で
あるこ罰 瓶 明でき糊 二 守

と
子

が知 こ

平方数であることが証明できます

0 (1)α が奇数のとき,♭ も奇数だとする

と,′ もう2も 4で割ると 1余 るので,α2+ι2は

4で割ると2余る数である 平方数を4で割った余

りは 0か 1な ので,4で割ると2余る数は平方数に

はならない よって,α
2+ひ2=。2は成立しないの

で,α ,ι が共に奇数であるということはありえな

い つまり,α が奇数ならば,bは偶数であること

がわかる このとき,α
2+b2は奇数になるので,0

は奇数である

(2)α2+b2=ι2ょ り,

(守 )(号 )=(3)2
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である(1)よ り,α ,ο が奇数,ら は偶数なので,

・ ウ・ ,・ラユ,:嵐ザれも自然数であな

守 とザ が興 素であることを証明
する
守 とザ が]‐素でれだ仮定する

と,共通の素因数 pが存在し,

鍵手=pれ,も手=″

となる これ よ り,

α=p(π ―κ), C=p(π  tt π)…②

となるので,α もεのpの倍数である

さて,② を α2+ク2=。 2に 代入すると,

♭2=4p2ππ,っ まり

(:)2=4π
π

だから,bも また pの倍数 となり,α ,ι は互いに

素であることに矛盾する

よって,守 と
デ

通 いに素であること

が示された

したがって,① より,守 と
子

は共に平

方数であるので,・与・ =ご2,っ まり,Ottα =2α 2

となるdが存在する
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