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一番のヤマは Step ②  でした この部分に論

理的ミスがないように細心の注意を払わねばなりま

せん

 θ 7ム 7ム …

数学的帰納法のカラクリ(その①)では「倍数の

証明」と「等式の証明」を紹介しました まずは,

この内容が基本なので,基礎に不安のある人はもう

一度そちらを見直しておくこと
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Point

「何を証明するのか」を明確にし,証明が論理

的に正 しく流れているかどうかを常に意識す

る.いきなりπ=々 +1の結論を述べずに,順

を追って,証明の最後で結論付けている点にも

注意
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今回は「不等式の証明Jですが,僕はいつも 2通

りの証明を紹介しています それは

直接比較法 と 間接比較法

です 「なんのこっちや ?」 って感じですが,やれ

ばわかります とりあえず両方勉強してみて,自 分

と相性の良い方法を選んでください

なお,こ れまでと同様に「下書き」して解答する

わけですが,不等式の証明をする場合こそ「下書き」

の重要性を実感すると思います

Pointく (『数学的帰納法』の基本的な流れ

Step①  π==1の とき成立していること

Step ②  ″=々 のとき成立していると仮定

して,η =た +1の ときも成立して

いることを証明する

Step() すべてのπについて成立している

ことを最後に確認する

(こ れで無限個の処理が完了)

数学的帰納法のカラクリ(その②)
～不等式の証明～

と,マも大
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lFl題 lπ が 4以上の自然数のとき,不等式

2η >3π +1

を数学的帰納法によって証明せよ

考え方 使ってよいのは,ま ず η=た のときの

不等式

2々 >3カ +1

であ り,

π=た +1

この式を自由に使 って、証明すべ き

のときの不等式

2た
+1>3(λ +1)+1

を導 き出せばよいのです 先ほども言ったよう

に,「 この式を導き出すこと」力`目的なのFl、きな

りこの式を答案に登場させてはいけません そのこ

とに注意 して以下の Oを 読もう なお,π ≧ 4

であることも忘れないように

①  [I]π =4の とき,

(左辺)=24=16,(右 辺)=3・ 4+1=13

(左辺)>(右辺)よ り,π =4の とき成立する

[II]π =λ (々 ≧4)の とき成立すると仮定す

ると
,

2々 >3λ +1

″=々 +1の ときの両辺の差を考えると,

2た・ 1-{3(々 +1)+1}

=212々 ― (3た +4)

>2(3た +1)一 (3λ +4)

=3た -2>0( た≧4)

すなわち,

2・々 1>3(々 +1)+1
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したがって,π =た +1の ときも成立している



目的の不等式

2々
+1>3(た +1)+1

を証明するために (結論であるこの不等式は答案に

は書かず)こ の不等式の (左辺)一 (右辺)を 直接計

算しェ更期 しています 途中で,π =た のときの条

件をうまく利用していることがわかります ここが

ポイントです また,不等式の証明の基本型に従っ

て解答されている点にも注意しよう

この証明方法を直接上麟嚇去とぃぃます

次に,間接比較法による証明を紹介します

個人的ににっちの方法が好きです
θ競

考え方 (間接証明法)

η=た のときの式は自由に使ってよいのだから,

この式に手を加えて,η =々 +1の ときの式へ進ん

でいくには,ま ずどうすれば良いのでしようか 少

しでも近づけるためには …

下書き (準備編)

2々 >3λ +1

?

↓どうする?

↓両辺を2倍する
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2た
+1>3(た +1)+1

すると,ま ずは

付くはず よって
,

両辺を 2倍すればよい ことに気

下書き (試行錯誤編)

2た >3々 +1

あっ
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2た
+1>2(3カ +1)…①

2々
+1>3(々 +1)+1 …②

と
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さて,こ こからが問題です 等式の証明の場合の

ように「(① の右辺)=(② の右辺)」 であれば何の

Fp5題 もないのですが,明 らかにそうなっていませ

ん.ど うすればよいのでしょうか

Point

И >Bと いう情報がわかっているとき,

■ >Cで あることを ■ と Cを 直接比較せ

ずに証明するには,3≧ Cと いう条件を証明

すればよい

И >B

↓ ―
И>C

ことで大小関係を証明する
ナ:し T‐

2ん・ 1>2(3λ +1)

という情報から,

2・々 1>3(々 +1)+1

を証明するには

2(3た +1)≧ 3(た +1)+1

を証明すればよいのです

これが,い わゆる間接比較法による証明
です

したがって,証明の流れをまとめると,

が浮
減称け

〆

つ ま り,

↓ ←-2(3た +1)≧ 3(λ +1)+1を示す

下書き (完成版)
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2た >3た +1

↓両辺を2倍する

2た
+1>2(3た +1)

2ん
+1>3(た +1)+1
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以上の下書きを踏まえて本チャンの解答を作成し

ます 基本的にこの下書きをそのまま写していくだ

けです

①  [I]π =4の とき,

(左辺)=24=16,(右 辺)=3・ 4+1=13

(左辺)>(右辺)よ り,η =4の とき成立する

EII]π =た (た ≧4)の とき成立すると仮定す

ると,

2々 >3々 +1

2た・ 1>2(3た +1)…①

ところで ,

アッ?

tlt存りかよ′(

2(3λ +1)一 {3(た +1)+1}
=6た +2-(3た +3+1)
=3た -2>0( た≧4)

よって ,

2(3た +1)>3(々 +1)+1…②

①,② より,

2た・ 1>3(力 +1)+1

この式は,π =た +1の ときの成立を意味している

[I][II]よ り,すべての自然数πで成立する

日

珍注 上の解答を見て,途中の「ところで ¨Jの

部分があまりに唐突すぎて違和感を覚えるかもしれ

ません しかし,数学的な論理の流れとしては全く

問題ありません.も し「なんでいきな りこんな式を

持ちだすんやJと 問い詰められたら、「たまたま思

いついたJと 言いましょう (も ちろん下書きあって

のことであるのは言うまでもありません) (シ

7ラ フ

以 上,直接比較法と問接比較法の 2通 りの証明を

紹介しましたが,いかがだったでしょうか ?どちら

も,い きなリスッとは理解できないかもしれません

が,じ っくり論理を考えてマスターしてください

それでは,次の問題も「直接比較法Jと 「間接比

較法」で解き上ヒベてみましょう
  `〕21ざ～1、

例 題 2 ″は自然数 とするとき,不等式   |

メ+22+32+… +η2<禦 |14+2ι +3Z+… … +″ <十  1

を数学的帰納法によって証明せよ       |

直接比較法による解法

考え方 使ってよいのは,ま ずπ=た のときの

不等式

メ十′+ず一…+″ <黎ギ

であ り,こ の式 を自由に使 って、証明すべ き

π=た +1の ときの不等式

メ+′ +♂+… +″十い ソくΨ

を導 き出せばよいのです 先ほども言ったよう

に,「 この式を導き出すこと」が目的なのでいきな

りこの式を答案に登場させてはいけません そのこ

とに注意して以下の Oを 読もう

0 [I]π = 1の とき,

(左辺)=12=1,(右 辺)=■Lむ 1)3_8

(左辺)<(右辺)           3より,π =1の とき成立する

[II]π =た のとき成立すると仮定すると
,

12+22+32+……+た2<≦ +々1)3
3

η=た +1の ときの両辺の差を考えると,

Ψ 一埋i辻だと土』ι丈ニュ■+ノ +け D句

>(た
+2)3_(々 +1)3_(々

+1)2

_(た +2)3_(λ +1)3_(λ +1)2
3

=響 >0い ≧D

すなわち,

12+22+32+¨ .̈+々2+(た +1)2

一 部に
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したがって,π =λ +1の ときも成立している


