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の注 Sη を含んだ漸化式の解法は以前に紹介し

ました (犬 プリ「和 Sη から一般項 αηを求める方

法J参照)つ まり,Sη+1-Sη =αη+1と いう関係
からの+1と ら の漸化式を作りだすのでした

試しにやってみましょう

2Sη+1=αη+12+(π +1)と して辺々を引くと,

αη.12

αη
2

十 (π +1)
+ π

2απ.1  =  απ+12-απ2  +  1

したがって,2α″+1=αη+12_αη2+1と ぃぅ漸化

式を解くことになるのですが,一見して「ムリだ」

と気づいてほしぃとこな

観 FCア

ド
～

3 変則的帰納法 (Part Ⅱ)
次の問題は 4STEPの問題です。

例 題 3 πは自然数とする
2数 ″,υ の和と積ともに整数ならば,″η+♂

は整数であることを,数学的帰納法を用いて証

明せよ    /・フイ:・ミЙ?力Jリセウ弓?

考え方 「
“̀ +υ
πは整数であることJを数学的

帰納法で証明するには,基本型に従えば,

メ +υ が々整数 =⇒ ノ +1+υた■1が整数

つまり,「 ″々 +υ々が整数である」という情報だけ

を使って,「 ″々
+1+♂ +1が整数である」ことを示

すことになります そのためには,″ +々1+υ々・ 1

と″力十υ
たの間に成り立つ関係を考えねばなりま

せん

″計1+υた・ 1がメ十♂だけを用いて変形でき

れば,一気に証明が完成するのですが,い くら考え
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てもできないのです.無理やり関係式を作ろうとす

ると次のような関係式に行き着きます

′
+1+y々 +1=(.+7)(rr々

十υ
た
)一″υ(″

~々1+υy-1)

この式は

こと意味しています つまり,「″た1+υた 1が

整数である」と「″々 +υたが整数であるJと いう 2

つの情報があれば,した+1+υ +々1が整数である」こ

とが示せそうです.「″々 +υたが整数である」とい

う情報だけでは不足していたわけです

そのためには数学的帰納法の証明の型をちょっと

変更する必要があります

つまり,今回の帰納法は

π=た が正しい → π=た +1が正しい

ではなく,

π=た,た +1が正しい ==>π =た+2が正しい

という型になります

証明の [II]部分が変わるのはもちろんのこと,

[I]部分も変更せねばなりませんね

①

[I]π =1,2の ときを考える

条件より,″ +υ が整数なので,″1+υlは整数 .

また″υも整数なので,″
2+υ2=(″ 十υ)2_2″υ

より,″
2+υ 2も整数

よって,π =1,2の とき正しい

[II]π =た,た +1の とき成立すると仮定する
つまり,

″
たIυた

であるとする

″た
+2+υ +々2=

より,″ +υ と

整数になる

したがって ,

[I][II] よ  り ,

と ″ん+1と υ +々1 が整数

このとき,

(″十y)(″
た+1+υた+1)一″ty(″ん+υυ)

″yが整数なので,″力・ 2+υ +々2も

π=た +2の ときも成立する

すべての自然数 πで成立する.
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の注 今回の帰納法は 2つの情報から次の結論が

得られるタイプなので,当然,[I]の部分もπ=1,2
の 2つを調べています

つまり,

π=1, 2が正しければ%=3が 正しい,
π=2,3が 正しければπ=4が正しい,
π=3, 4が正しければπ=5が正しい,
η=4,5が 正しければπ=6が正しい,

という論法を繰 り返していくイメージを持つこと

が大切です

の注 別のイメージで言うと,こ れまでの帰納法は

「昨日のことがわかれば今日のことが分かる」

でという感じですが,今回の帰納法は
「昨日と一昨日のことが分かれば今日のことが分

かる」みたいな感 じ.

だからこのような帰納法は「キノウ法」ではなく

「オ トトイキノウ法」と呼んだほうが
=、

さわしいか

もね   なか
'“
かユニータ′

=ネ
ーミルメ
 ″

驚くべきことに, 例 題 3の類題が東京大学で

出題されました

考え方

例 題 2 と全く同じ方法で解くことができま
す.東大といえどもアイデアは 4STEPレベルで

す ただ,さ すがは東大 (1)は計算が結構メンド
ウで,なかなか答えが出ないんですね (1)ができ

なければ,超簡単な (2)が解けないという悲劇が

待っています ごフ ル ン

(1)は答えだけを紹介しておきますので,各自で

挑戦してなてください (2)の解説の概略だけ紹介

します

笏 α,ι 実数で,α
2+う2=16,α3+夕3=44

を満たしている このとき,
(1)α 十ら,αうの値を求めよ

(2)π を 2以上の整数とするとき,αη十′ は

4で害」り切れる整数であることを示せ .

(1997東京大学前期文系)

0(1)α +う =2,αb=-6
(2)ま ず,π =2,3が正しいことを示す
次にη=た,た +1で正しいと仮定し,

αた+2+夕 +々2=(α +ι )(α +々1+ι々・ 1)一αう(α +々ひた)

に(1)の結果を用いると

αた+2+b肝 2=2(αた+1+b々■1)+6(α +々′ )

になるので,α +々′ とα々+1+ゎた+1が 4で割り切

れる整数ならば,αた+2+ぅた+2も 4で割り切れる整

数になる つまりπ=た +2の ときも成立
よつて,以上より,証明完了

■

4 最後に

例 題 2や -3を 紹介すると「どうして

このような型の帰納法になると思いつくんですか」

という質問を受けます この質問に対しては,「 さ
あ,僕にもわかりません」と答えています

これは無責任な話ではなく,「問題を見ただけで

はどのような帰納法になるのかは僕にも分からな

い 帰納法の証明の下準備をする途中過程において

『あっ,ち ょっと違うタイプかも』と自分で気づき,

方針変更する」ということです つまり,「やつて
みないとわからない」んですね

これまでに「倍数の証明」「等式の証明J「不等式

の証明」「解けない漸化式の解法」「変員」的帰納法J

と様々なタイプの数学的帰納法の実例を紹介してき

ましたが,や っぱり次の 2点

・帰納法の証明では下書きをして,証明の流れ

を把握すること

ただ,漫然と下書きするのではなく,状況を

しつかりと見据えること.

が重要であることを,

おきたいと思います

最後にあたらめて強調 して

鋼 脚 竹
気づさぅ磁


