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分数型漸化式の解法を学ぶ (Part I)
分数型漸化式とは,一般的に,αη+1=

式でも, うまく置き換えや変形をすれば
,

分数型漸化式においても同様です

分数型漸化式は大きく分けて次の 2つの Typeに分かれます

c=0の とき αη■1

cキ 0のとき如=幾讐 …Typ ⑧

ノーヒントで出題されるとすれば Type ⑦ です (た まに誘導がある場合もある)

Type ⑧ はをず誘導付き1守題:,ま
す
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となり,数列 {αη}が 一定の値をとる定数列になってしまうからです こうなってしまっては面白くないの

で,ps_g/キ 0と いう条イ牛がB音黙の了解として付カロされるのです
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 次の漸化式を解け

の=与 ,の・ =豫
考え方 このままではどうすることできません

分数において分母が和の形になっている場合は変形

の仕様がないからです
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しかし,分子が和の形になっている場合は変形可能

です
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この (一見当たり前のように思える)感覚が,分数

型漸化式の解法の前提になります
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参曰 分数型漸化式α″+1=牢 を考えるときは,ps_9″ キ 0,″ キ 0と ぃう条件が暗黙の了解
γαη+s

としてあります_なぜだかわかりますか

例えば,ps_c″ =oと なる,,9,グ,Sと して,p=2,9=6,″ =1,s=3と してみましょう

このとき,
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漸化式よりαπキ 0な ので,両辺の逆数をとると
,
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ここで'扇 =ιπ
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賜+1==3仇 +2 (―  Type ③ の漸化式 )

よって,ろη+1+1=3(賜 +1)よ り,数列{ιη+1}

は,初項 bl+1,公比 3の等比数列なので,

み″+1=(う 1+1)3π
 l=(2+1)321=3・

3π
 l=3η

(ιl=券 =2)

∴ うれ=3π -1

よって,%=
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したがって,次のように解法をまとめることができます

απ+1=γαη+s型
漸化 式 の解 法

―   (数列の各項が 0にならないことを確認した上で)漸化式の両辺の逆数をとり,

券
=ら と置き換えると  Type ③  のldl化式0こ 帰着さオ■る

Point

しかしながら, この証明をみると, またまた疑問

に思うかもしれません 「αηキ 0を 示すのが目的な

のに,なぜ αη>0を示しているのだろうか 最初

からαηキ 0を 数学的帰納法で証明すれば良いので

はないか」と

確かに,こ の疑間はもっともですが,こ れにはビ

ミョ～な問題を含んでいます なにがビミョ～なの

か気になる人は, ドの 参曰 をお読みください 男」

に気にならない人はこのままスルーしてください

,〕セ気にな3～ ク
因Fヨ ー般に分数型の漸化式は「分母 =0」 に

なった時点でス トツプしてしまいます 今回の場合

は,最終的ならの式,απ=7些可を見ればわか
るように,そ んなことは起こりません (なぜならば ,

72≧ 1の とき32>1な ので 3″ -1キ 0だから)

しか し初項の定め方によっては「分母 =OJに

なってしまうことがあります

例えば,漸化式はそのままで Q=一 :と しま

しょう このとき,の やα3は どうなるでしようか

いを、7‐7ねたク
>0 よって,π =た +1

″注 (※ )部について,少 し疑間に思うかもしれません 「この一言だけでエエのか」と 確かに,全て

のπに対 して α″キ 0であることをきちんと示すには,数学的帰納法を用いて証明する必要あります しか

し, これは漸化式を解く問題なので数学的帰納法にはあまり立ち入らずに 「漸化式よりαηキ 0な のでJと

サラッと流したわけです

印 がなければこれで備 いませんハ 印 味 裕があるなら きちんと謝 した方が良いでしょ
'磁 _

イたてR要性tth懸力え |数学的帰納法による (※ )部の証明

まず,「すべての πに対 して αη>0」 を示す

(i)π =1の とき,街 =:>0よ り成立

(ii)π =た のとき成立すると仮定すると,α々>0よ り,αヵ+1=
のときも成立する

(i)(ii)よ り,すべての自然数 πに対 して αη>0である

よって,α″キ 0
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となり,α3は定義されません α3は存在すらし

ないので,α3>0と か α3キ 0と かの議論は全

くナンセンス つまり,αηキ 0だからといって
,

αη+1キ 0だ とは限らないのです

したがって,απキ 0を数学的帰納法で証明する

ことはできません 「αたキ 0 =⇒  αん+1キ OJ

という議論が成 り立たないからです

そこで,今 回の場合 ,「分母 =OJに なるのは

απ=― :の ときだから, いっそのこと 略η〕>0」

であることを証明してしまえば,そ のようなやっか

いなことも回避できるし一石二鳥というわけなので

す だから,απキ 0で はなく,αη>0を 示 したの
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