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同様にして,BH・ CA=0,CH・ AB=0に なる

ので,Hは 三角形 ABCの垂心である

さて,先ほどは具体例で重心 G,垂心H,外心○は同一直線上にあり,OG:GH=1:2に なっている

ことを確認しました 今度は,こ のことを一般的にベクトルを用いずに証明してみよう

例 題  三角形 ABCの重心を G,垂心を H,外心を Oと する 重心 G,垂心 H,外心 ○ は同一直線

上にあり,OG:GH=1:2で あることを証明せよ

考え方 ィメージしやすいように,鋭角三角形で考えてみます 3点が一直線上にあることをベクトルを

用いずに証明するのはなかなか難しい

方針としては,OHと ALの交点を G′ とするとき,垂心と外心の条件だけから,AG′ :LG′ =2:1で
あることを導き出し,その結果,実は G′ は重心 Gそ のものであることを示します
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なるので,Oは 三角形 ABCの外心である
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三角形 ABCの辺 BC,CA,ABの 中点をそれぞ

れ L,M,Nと する

OL tt BC, BC〃 NINよ り, OL tt MN

OM⊥ CA,CA〃 NLよ り, OM tt NL

ON tt AB, AB〃 LMよ り, ON tt L卜 /1

よって,三角形 ABCの外心 Oは ,三角形 LMN

の垂心である

また,三角形 ABC∽ 三角形 LMNで ,相似比は

2:1である

よって,Hは 三角形 ABCの 垂心,Oは 三角形

LMNの 垂心なので,AH:LO=2:l … ①

OHと ALの交点を G′ とする

Hは三角形 ABCの垂心なので,AH tt BC

Oは三角形 ABCの外心なので,LO tt BC

よって,AH〃 LO… ②

① ,② より,三角形 AGH∽ 三角形 LG′O

よって, AG′ :LG′ =211 … ③

さて ,三 角 形 ABCの 重 心 を Gと す る と ,

AG:LG=2:1… ④

③,④ より,G′ とGは一致する

以上より,外心○,重心 G,垂心 Hは同一直線

上にあり,OG:GH=1:2で ある

Ш[『略 上の証明の ①② 部分の別証明を紹介 し

よう

下図のように三角形の外接円を考え,直径 BPを

とる (″注 言うまでもないが,直径 BPは外心 ○

を通っている)

AH tt BC, OL tt BCよ り, AH〃 OL
PC⊥ BC, OL tt BCよ り, PC〃 OL
よって,AH〃 PC

CH⊥ AB, PA tt ABよ り, CH〃 PA
よって,四角形 AHCPは平行四辺形である
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∴ PC=AH
PCi OL=2:1な ので,AH:OL=2:1
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疹曰 今回,三角形の重心,垂心,外心の間に成立する不思議な性質を紹介しましたが,三角形の五心に

関して,他にも興味深い性質がイロイロあるので,参考までに紹介しておこう 証明は各自で考えてくださ

い どれもこれも有名な性質なので,参考書や問題集に必ず載ってると思います

△ABCにおいて,辺 BC,CA,ABに 関して外心○と対称な点をそれぞれP,Q,Rとする この

とき,○ は△PQRの垂心に一致する

1  鋭角三角形 ABCの頂点A,B,Cか ら対辺におろした垂線をそれぞれ AD,BE,

| とき,Hは △DEFの 内心に一致する (△DEFを △ABCの垂足三角形という)

点 Pを鋭角三角形 ABCの内部の点とし,AP,BP,CPの延長が△ABCの外接円と交わる点をそ

れぞれD,E,Fと する このとき

(1)Pが △ABCの垂心 ==⇒ Pは △DEFの 内心

(2)Pが △ABCの内心 ― Pは △DEFの垂心
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