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軌跡の3つの有名問題
～数式的考察と図形的考察の狭間～

intく (キ セキのキホン

「点 Pの軌跡を求めよ」と言われたら

Step ① とりあえずP(X,y)と おく

Step ② X,y,パ ラメータの間の関係式をつくる

Step ③ パラメータを消去してXと yだけの式をつく

最後に,軌跡には限界 (範囲)がある可能性があるので,

たいていの問題は,こ のキホンに従って機械的に解き進めていくことができますが,中には,セ オリー通

りには行かない厄介な問題があります その中から有名な問題を 3間紹介しよう

と
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考え方 この問題に対して,次のように解いてし

まう人が結構多いのです それは,ま ず交点の座標

をパラメータιで表してから,′ を消去しようとす

るのですが
うん. cう (て ιまう

0?交 点を (X,y)と おく

る この式が点 Pの軌跡を表す方程式である

そのことの考察を必ず行う

Step ② は

X,y,パ ラメータの間の関係式をつくる

と言っているのであって
,

X,yを パラメータを用いて表せ

とは言っていません あくまでもノミスるこ夕を消去

するのが員Fなので,

電ュたぃのです

交点を (X,y)と おくと,関係式は,

(つ まりは連立方程式)

の関係式 出せば
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① より,X=′(3-y).こ れを② に代入.

ι2(3-y)_(y+3)=0

iプ絆 イ③驚物ん
X=′ 0-旦協≒11)=占 …④
③,④ より′を消去すると 一

(X,y)と おく
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を夕′ナ・ヾボわ卜′′
′=∠芽■ これを,① に代入すると,

X+¥  (y-3)=0

x2+(y+3)(y_3)=0

x2+y2=9… ③

③ においてX=0と すると,y=±3

よって,こ のとき求める交点の軌跡は円③ から

2点 (0,3),(0,-3)を除いた図形である
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「先生,ど うやったら′を消去できるんですか ?」

という質問が後を絶ちません 方針としては間違っ

てないんですが,なかなか ιが消えないのでこの方

法はちょっとムリです (あ る裏ネタを知ってれば簡

単に消去できるんですが ・・)

もう一度,最初の >Pointく を見て ください

軌跡の問題を考えるときのキホンは次の通 りでした

例 題 1″υ平面において ,

直線 ι:″ 十′(υ -3)=0,π :′″― (υ +3)=0
を考える `が実数全体を動 くとき,Jと π の

交点はどんな図形を動 くか。
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(ii)X=0のとき,/r'らを傷′ナ、′.′

②より,y=_3
X=0,y=-3を ① に代入すると,′ =0
すなわち,点 (0,-3)は ι=0の ときの 2直線

の交点である

(i)(ii)よ り,交点の軌跡は,円 ″2+υ2=9か

ら点 (0,3)を 除いた図形である.

■

珍注  (i)で は,Xキ 0な ので,円 上の 2点

(0,3),(0,-3)を 除いていますが,(ii)の 考察

で,点 (0, -3)は ι=0の ときの交点 として確

かに存在することがわかったので,最終的に,点

●Bこ の問題は次のような図形的な考察によっ

ても解答することができます
輛

直線 ι:″ +す (υ -3)=0は ,`の値に関わらず

点 A(0,3)を 通 り,直線 π :′″― (υ +3)=0
は,′ の値に関わらず点 B(0,-3)を 通っている

また,直線 ιの方向ベクトルは (―′,1),直線 π

の方向ベク トルは (1,′)で あり,こ れら2つのベ

クトルは内積の値が 0に なるので,直線 ιとれ は

直交する つまり,Aを 通る直線 ιとBを 通る直

線 π が常に直交するように変化するので,交点の

軌跡は,2点 A,Bを 直径の両端とする円である

ただし,ι は直線 y=3を ,れ は直線 ″=0を 表

すことができないから,こ の 2直線の交点 (0,3)

を除く.   ヽ  ..       η
■υ

珍ヽ毎構手しく  ′

%籐着り表は

(0,-3)は軌跡に含め,点 (0,3)は除外したまま

になるのです

寸げ～

軌跡の 3つの有名問題 (2)

珍注 2直線が常に直交しながら変化することを,

円周角の性質にうまく結びつけています ほとんど

計算することなしに図形的な考察だけで,軌跡を求

めていますが,軌跡の限界 (「点 (0,3)を 除く」こ

と)がちょっと分かりづらいかもしれません てい

うか,そ もそも気がつかないかもしれません そう

いう点において,考え方としては面白いものの,き

ちんと処理するには最初の C)の方が良いかもし

れませんね

考え方 (1)は特に問題ないでしょう 先にこの

場で軽 くやっときます 連立 して整理すると,

5″
2+4カ

″十た2_4=0… …・(※ )

判別式」動/4>0よ り, -2マ写≦λ≦25
″注 点と直線の距離の公式を利用してもよい

です ごンぼ―い、tおん知、マヨー■
(2)と りあえずは中点の座標 を 々で表そう

例 題 1 では交点の座標を求めると悲惨なことに

なりましたが,今回は中点の座標がシンプルな形で

表すことができそうです (※ )の解が円と直線の

交点の″座標を表しているので,実際に解いて考え

ても良いし,解 と係数の関係をうまく使ってラク～

にやっても構いません 僕はもちろんラク～にや り

たいね

C)(2)交点の″座標をα,β とおくと,α ,

βは(※ )の 2つの解なので,解 と係数の関係より,

α+β =-4争 .

中点 Mを (X,y)と おくと,
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例 題 2円 ″2+υ2=4と 直線υ=2″ +た

が異なる2点 P,Qで交わっている

(1)た の値の範囲を求めよ

(2)線分 PQの 中点Mの軌跡を求めよ


