
直線の通過領域 (1)
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直線や曲線が通過したときにできる領域 (こ れを通過領域といいます)を 図示する問題は,大学入試でも

とても重要な問題で,3通 りの解法があります.いずれも大切な考え方なのでしっかりと理解してください.

□正面≡11.α が実数全体を変化するとき,直線υ=2(α +1)″ _α2+1の通過領域を図示せよ
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実数 αの値がいろいろ変化 したときの直線の様

子を調べるのですから,と りあえず -5≦ α≦3の

範囲で 0。5刻みで直線の式を求めてみました.
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これらの直線を全てパソコンで図示 してみると右

上図のようにな ります。なんとなく通過領域が見え

てきませんか ?
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αの値 をもっと小刻みに大量に当てはめて図示す

ると,お そらく下図のようになると予想できます .

どうや ら境界線は放物線 (2次関数)に なっている

ようです .

図 1

しかしながら,こ れでは単なる予想に過ぎないの

で,き ちんと理屈と計算で導く必要があります。
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fi BE rE fr{ (http : / /inupri. web. f c2.com ) 直線の通過領域 (2)

1 パラメータの実数条件を考える

そもそも領域 とは「ある条件 を満たす点の集 まり」にすぎません。直線の通過領域 を考える場合,「ある

点 P(X, Y)が領域内に含まれる」とはどのような状態を表現 しているのでしょうか

次のように考えるとよいでしょう。

.Point.

そんなん
考えたこし専ヽヽよ

点 P(X,Y)が通過領域に含まれる

Φ

点 P(X,Y)を 通る直線が存在する

Φ

実数 αが存在する

点 P(X,Y)が 通過領域に含まれない

Φ

点 P(X,Y)を通る直線が存在 しない

Φ

実数 αが存在しない

つまり,点 P(X, Y)が通過領域に含まれるかどうかは実数 αが存在するかどうかで決まるわけです

具体例で確認 してみよう。

直線 υ=2(α +1)″ _α2+1の
通過領域とは,

υ=2(α +1)″ _α2+1を
満たすような実数

αが存在するような点 (″,υ)を寄せ集めたも

のである。
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【例】 次のことを計算で確認せよ.

(1)点 (0,0)は通過領域に含まれるか。

(2)点 (-1,1)は 通過領域に含まれるか.

匿
=五

〕先ほどの図 1を 見れば,点 (0,0)は通

過領域に含まれ,点 (-1,1)は通過領域に含まれ

ていないことがわか りますが,こ れを計算で確認 し

ようというわけです .

0 (1)υ =2(α +1)″ _α2+1に

(″,7)=(0,0)を 代入すると,_α2+1=0っ

まりα2=1と な り,α =± 1と 実数 αが定まる。

このことから,点 (0,0)は α=± 1の場合の直線

上に存在することになる.

よって,点 (0,0)は通過領域に含菫れている
,

(2)υ =2(α +1)″ _α2+1に
(″,υ)=

(-1,1)を代入すると,1=-2(α +1)_α2+1

つまりα2+2α +2=0と なり,判別式 D<0よ り

実数亜墨主仁奎⊥基墨と このことから,点 (-1,1)
を通る直線は存在しないことになる.

よって,点 (-1, 1)が通過領域に含まれてい

な い
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,次のことが分か ります

従って,直線の式 び=2(α +1)χ _α2+1を α

を主体に考えるので,α で整理すると,

υ=2(α +1)″ _α2+1

⇔ α2_2α″+υ -2″ -1=0

つまり,α についての 2次方程式

α
2_2α

″十υ-2″ -1=0・・・… (※ )

の実数解について考えることになるのです。

よって,α が全ての実数を動 くので,α の 2次方

程式 (※ )がとにかく実数解をもてばよいのです .

Oυ =2(α +1)″ _α2+1よ り,

α2_2″α+υ -2″ -1=0・ ……①

αについての 2次方程式 ① が実数解 をもつ よ

うな (〃, υ)の 集 ま りが求め る通過領域 になる

ので ,判 別式 を Dと す る と,D≧ 0。 よって
,

(_″ )2_(υ _2″ -1)≧ 0よ りυ≦″2+2″ +1
したがって求める通過領域は図 1の ようになる.
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# FF E ftt (http : / /inupri. web.f c2. com ) 直線の通過領域 (3)

2 包絡線の考え方

媒介変数 (パ ラメータ)の変化にともない,直線

群がある曲線に接 しながら移動するとき,こ の曲線

を「包絡線 (ほ うらくせん)」 といいます。

Z″>注 なお,包絡線の一般的な定義はムズイので

省略 します .

今回の場合,最初のパ ソコンによる図 1を 見る

と,直線群 υ =2(α +1)″ _α2+1は ,放物線

υ =(″ +1)2に 接 しなが ら動いています.つ ま

り,直線群 υ =2(α +1)″ _α2+1の 包絡線が

υ=(″ +1)2で す。

もし,こ の包絡線である放物線を最初に求めるこ

とができたら,直線の通過領域がイメージしやす く

なるでしょう。どうやって求めるのでしょうか。

包絡線の求め方

υ=2(α +1)″ _α2+1...① を,α の2次式

と見て平方完成すると,

(α
_″)2_″2+υ _2″ -1=0

(α
_″)2=″2+2″ +1-υ …①

′

ここで,放物線υ=″2+2″ +1・・・② を考え

ます。

①
′
と② を連立すると

(α
_″)2=0 ...″ =α (重解 )

したがって,①(←⇒①
′
)と ② は,″ =α で接し

ていることがわかります (下図).
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つまり,α を変化させることは,接点を変化させ

ることだから,接線を動かすことで直線の通過領域

を直接的に求めることができるのです

0  (先 ほどの 包絡線の求め方 をその まま

使 って)直線 υ =2(α +1)″ _α2+1が
放物線

υ=″2+2″ +1に接 しながら動 くので,α が全て

の実数を動 くとき,接線の動きをイメージする下図

のようになるので,求める通過領域は前出の図 1で

ある.

このように,直線がある曲線に接しながら変化し

ていることを示せば,直線の通過領域を簡単に求め

ることができます。

多注 念のため,υ =″2+2″ +1の ″=α に

おける接線の方程式を求めてみよう。υ
′=2″ +2

より,

υ
_(α2+2α +1)=(2α +2)(″ ―α)

この式を整理すると,υ =2(α +1)″ _α2+1と

な り,確かに υ =2(α +1)″ _α2+1が
放物線

υ=″2+2″ +1と ″=α で接 していることがわ

か ります。つまり,直線 υ=2(α +1)″ _α2+1

とは単なる接線の方程式だったわけです。

これまで,「与えられた関数から接線を求める」こ

とばか りやってきましたが,今回は言わば,「 接線

を教えるからもとの関数を求めて くれ」と言ってい

るわけです。そう考えると,こ の包絡線を利用 した

解答のイメージがつかめるのではないでしょうか.
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fi FF E fi{ (http : / /inupri . web. f c2. com ) 直線の通過領域 (4)
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この方法は,υ =2(α +1)″ _α2+1に おいて

″=た と固定 したとき,α の値の変化によって υの

値がどのように変化するのかを考えるものです。

言い換えれば,直線 υ=2(α +1)″ _α2+1と

直線 ″=た の交点 (た ,2(α +1)た _α2+1)の
υ

座標が,α の値の変化によって,どの範囲を動きう

るのかを調べて,通過 を求めます .

υ

″=た

O υ=2(α +1)″ _α2+1に おいて″=た  と、、ぅ●fi

と固定すると,υ =2(α +1)た 一α2+1.こ こでα    ι~7・

を変化させるので を αについての 2次関数 と考

えて取 り得る値の範囲を調べる。すなわち ,

フムつι
^

υ=2(α +1)た _α2+1

=_α2+2λα+2た +1

=_(α _た)2+々
2+2た +1

αがすべての実数を変化するとき,

υ≦た2+2た +1

よって,こ の式に た=″ を代入すると,

υ≦.2+2″ +1

とな り,こ れが求める通過領域になる.(図は前出

の図 1を 参照のこと)
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以上,3通 りの方法を紹介 しましたが,学習の初期段階においては,勉強のために最初の解法 「パラメー

タの実数条件を考える」をおススメします.「 包絡線の活用」や「1文字固定法」は通過領域の問題に十分慣

れ親 しんでからにしましよう。下手にかっこつけて使 うと痛い目に会いますよ. 意ずは実淑袖書t
マ■9-taす .

4 入試問題紹介 lt-,r

入試問題 となるとパラメータに条件がつ く場合がほとんどですが,根本的な考え方は同じです。

^                    ′1、 r‐■ + :生 1_

圃 亜 ]2.実 数 Jに対 して ″υ平面上の直線 υ=2ι″―〆 を考える。   ti'11′
ξ Lぃ..

(1)′ が全ての実数を動くとき,こ の直線が通る点(″,υ)の全体を図示せよ.   ・多` 1フ ;ν

ゝ
V~

(2)′ が lι l≧ 1の範囲を動くとき,こ の直線が通る点(″,υ)の全体を図示せよ. ι2′ lα・`~l

(2006年 神戸大 文系 ※ (2)の み)
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匿EI](1)の ようにιが全ての実数を動

く場合 は,先 ほ どと同様 に,y=2′ ″― ′2を

′2_2″′+y=0と 変形して,判別式 ,≧ 0

で一発終了です. しかし,(2)の場合は,ι は全ての

実数ではないので,そ う単純な話ではありません.

ιを「レ|≧ 1の範囲内で動か したときの直線の通

過領域 を求める」ということは,よ うするに ιの 2

次方程式が 「レ|≧ 1の範囲内に実数解を少な くと~         
ハ ′ヽヘハ‐

も 1個もつ」 とい うだけのことです .

0

υ=2ι″一ι2←→ι2_″ι+υ =0

/(ι )=′2_2″′+υ とおく.

(1)/(′ )=0が実数解をもてばよいので,

D≧ 0

ょって,″2_υ
≧0
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直線の通過領域 (5)

求める通過領域は図の斜線部分 (た だし境界
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図 2 (ι が全ての実数のとき)

(2)/(ι)=0が レ|≧ 1で少なくとも

数解をもつ条件を考える.

/(ι )=(′ _″)2_″2+υ とぉく.軸

位置で場合分けする。

/(ι)=0の判別式をDと する.

(i)″ ≦-1の とき,右図より,求める条件は,
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1    1

ょって,″2_υ
≧0

∴ υ≦″2.

(五)-1≦ ″≦1の とき,

『/(-1)>0かつ/(1)>0』 でなければよいの

で,つ まり,求める条件は V

/(-1)≦ 0ま たは/(1)≦ 0

よって,1+2″ +υ ≦0ま たは1-2″ 十υ≦0

.・ .υ ≦-2″ -1ま たは υ≦2″ -1
(面)1≦ ″のとき,右図より,求める条件は,

」
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従って,以上より,直線の通過領域は図の斜線部
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分 (た だし境界線も含む).

2友関数う問処、です総。
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″=.2X―′  杵つχ―′
図3(レ |≧ 1の とき)

Z″>注  上の 2つ の図を比較すると,例 えば,点
/     1 ヽ

tO,一すりは図2には入っていますが,図 3には
入っていません。なぜなら,υ =2′″一′2に ″=0,

1                 1            1

υ=―サ
を代入するとノ =サ より,′ =±

方
.

ιは実数として確かに存在しますが,lι l≧ 1で は

ないからです.

疹:震3包絡線の考え方を用いる方法でも解いてみ

ましょう。

側囲〕υ=2ι″―′2...① を,′ の 2次式と見て

平方完成して,

(ι
_″)2_″2+υ =0

(ι
_″)2=″2_υ ...①

′

ここで,放物線υ=″2.… ②を考える。①
′
と

②を連立すると

(ι
_″)2=0 ...″ =′ (重解 )

したがって,①((⇒ ①
′
)と ② は,″ =′ で接し

ていることがわかる.

1=)t>t- t'
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fi FF E fid (http : / /inupri. web. f c2. com ) 直線の通過領域 (6)

ここで,′ を |′ |≧ 1の範囲で変化させ ると,直

線①が放物線②に接しながら動くので,接線の動
。
^´‐ 、1″｀ ハ ´ ′`V｀ ´ ψ VV、 ハ ´ ― ‐

～ ^―
●

きをイメージすると,右図のようになる.

したがって,求める通過領域は図 3である。

■

Z″>注 (2)の ようにパラメータに制限がある場合

には,包絡線の考え方は極めて有効であるように思

われます。できれば,包絡線の解法もマスターして

おきたいところ.

格線が

ちt、 1、、く群耗
夕ヽ ブしよう。

」=】ilミ 看し」、6(,

ちもヽマ1｀ ヨす。

□正回 3.

示せ よ。

θが実数全体を動 くとき,″υ平面上の直線 υ=(COS θ)″ +cos 2θ の通 りうる範囲を図

(1987年 横浜市大 文系)

う風ぼ三角騨睛諄資つ
ユう1ざし―ジョン

睦董互∋ 2倍角の公式を用いて変形すると,

υ=(cos θ)″ +cos 2θ =(cos θ)″ +2 cos2 θ_1

ここで,cos θ ιとおくと,-1≦ ι≦1であり,

υ=′″+2ι2_1(_1≦ ι≦ 1)

つまり,2′ +″′一υ~1=0…①

よって①が-1≦ ι≦1で少なくとも1つ の実

数解をもつ条件を考えればよいです。

O cosθ =′ とおく。2倍角の公式より

υ=(cos θ)″ +cos 2θ =ι″+2′2_1

つまり,2`2+″′_υ _1=0が _1≦ ι≦1で少

なく生も12の実数解をもつ条件を考えればよい.

/(ι )=2ι2+″ι―υ-1と おく。
′       、,     o

ノ(ι):=2(′ +青→
し
一千―υ-1よ り,軸

ι=―子の位置で場合分けする.

ノ(ι)=0の判別式を
'と

する.

″

4 ≦1,すなわち-4≦ ″≦4の

1   。    .

υ≧一意″̀―・

(面)1≦ 一手 ,すなわち∬≦-4の とき, `  ́ ~  4        ~

/(-1)≧ 0かつノ(1)≦ 0

であればよい。つまり,

υ≧″+1かつυ≦一″+1

であればよい。つまり,

つ～

かつ「ν≦″+1ま たはυ≦~″ +1」

カンベン

ι■1曇 しヽ ヽ‐…

t
― :

(i)一 手 ≦-1,す なわち″≧4の とき,・`  4 ~            ~

/(-1)≦ 0かつノ(1)≧ 0

であればよい。つまり

υ≧―″+1かつυ≦″+1

(五)-1≦ ―

とき ,

一|≦t二 |て
‐  D≧ 0

="1く も`   かつ 「ノ(-1)≧ 0ま た|よ /(1)≧ 0」

1慟 安ぶぼょ、‐のそぅ。
2日交わゝ 扶Z感 ″グぎせん

従って,以上より,直線の通過領域は図の斜線部

分 ( ただ し も む

2″>注 包絡線を利用する解法は各自にオマカセし

ます。おそらくかな り簡単にできると思います .
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