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面積の重要応用問題

これまでに学習 したことを総動員 して,応用問題に取 り組もう。数学 Ⅱ の面積に関する応用問題は,も

うネタが尽きている感があ ります。ある意味,定番中の定番の重要問題です.む しろ心配するのは計算 ミス

です.特に理系諸君にとっては,2次試験は数学 Ⅲ の積分がメインになるので,数学 Ⅱ の積分はセンター

試験のみの出題 といっても過言ではあ りません。つまり,絶対に計算 ミスしてはいけないのです.計算の負

担を少 しでも軽 くするのが次の公式です。
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頻繁に,かつ,効果的に利用 しよう。式変形をきちんと書いて,正確に使えるようにしておこう。 0た

【応用問題 1〕

放物線 υ=″2+4上の点 Pに おける接線と放物線 υ=″2で囲まれた図形の面積は点 Pの選び方に

関係なく一定であることを示せ .

厘菱亜ヨ 点 Pを どのように選んでも面積が一定であるということは,つ まり点 Pの ″座標を′として面

積を計算しても,最終的にιが消えて一定の値になるということです。当然ながら,υ =″2+4の グラフ

はυ=″2の グラフを上へ 4(ν 軸方向に4)平行移動したものなので同じ形です.交点もありません。
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点 P(`,ι2+4)と する.

υ=″2+4上 の点 Pに おける接線の方程式は
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この直線と,y=″ 2と の交点の″座標は
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よって,点 Pの位置 に関係 な く面積 は ■
旨
―で 一定

となる。
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Z″>注 実は交点を求めた段階で面積が一定になる

のはわかっているのです。なぜなら,放物線 と直線

で囲 まれた面積 は,上 を用 い るので
,

交点の″座標の差(β 一α)の値で決まります.

今回の場合,交点の ″座標が ′+2と ′-2なの

で,差 は 4で一定です。ιに依存 しません.こ のこ

とから面積が一定になるのは明らかなのです .
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【応用問題 2】

放物線 υ=2+″ _″2と ″軸で囲まれた図形の面積
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で 2等分するとき,σ

の傾きを求めよ.                t→
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匡題互]ま ずは傾きを設定して直線 θの式をおこう。交点はうまく因数分解できるので求まります (う ま

く因数分解できるのは当たり前ですね).あ とは条件にしたがって立式するだけ.公式をうまく使って手際

よく面積計算しよう。むしろ,最後に値を簡単にする部分が難しいかも ,… …(無理に変形しなくてかまいま

せん),
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芭緯 ,0 直線 σの傾 きを 物 とする.σ は点 (2,0)を 通 したがって ,
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放物線 υ=2+″ _″2と ″軸で囲まれた図形の面

積は ,
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の変形 は,分 母の有理化

をするために分母分子に 1/Zを かけています.

祈2× V4=t/3=2です.

Z″>注 放物線 と直線 の交点 を求め るときの因数

分解ですが,放物線 も直線 も (2,0)を 通 っている

ので
,

2*r-#:m(r*2)
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としても良いでしょう.

Z″>注 厳密には,gが題意のように交わるための

π の条件を求め,適 しているかどうか確認する必要
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放物線 υ=2+″ _″2と
σで囲まれた図形の面 があります



面積の応用 (3)

〔応用問題 3】

放物線 y=″2+″ _1と原点を通る傾きπ の直線で囲まれた図形の面積が最小となるように観 の値

を求めよ。またそのときの面積を求めよ.

匡互正]基本的な手法はこれまでと同じですが,こ の問題の厄介なところは,交点がスッキリと求まらな

いことです (因数分解できない).だったら,と りあえず交点をα とでもおいて処理するしかあ りませ

ん。この手法はとても大切な考え方です。当然ながら,解と係数の関係を利用することにな ります .
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の2つの解だから,こ れをα,β (α <β )と す

ると,解 と係数の関係より,

α+β =π -1, αβ=-1

となる(な お,判別式D=(π -1)2+4>0な の

でα,β は確かに実数である).
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さて,次の 【応用問題 4〕 にいく前に,次の重要な事実を紹介しておこう.
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ように交わっていて,囲 まれた 2つ の部分の
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面積の応用 (4)
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Z″・注 /(″ )や σ(″)は どんな関数でもかまいません。真ん中の交点βの前後で上下関係が入れ代わってい

る場合には,β は関係なく,両端の交点 αからγまでの積分の値が 0に なるのです。
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【応用問題 4】

0<α <1と する.曲線 υ=″3_″2と 直線 υ=α 2(″ _1)で囲まれた 2つの図形の面積が等しくな

るような定数 αの値を求めよ.

曖互互⊃これまで通りに,交点を求めて図示し,位置関係を把握しよう。その後,上で紹介した有名事実

を用います.
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したがって,0<α <1よ り,α =i

一般に,3次関数の点対称の中心は 「変曲点」と

よばれ,/″ (″ )の符号変化が起こる点のことです。

今回の場合 ,υ =″3_″2で
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号変化が起こるため,″ =す が変曲点 (つ まり点

対称の中心点)の ″座標です。ことのき υ座標 は
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関数 と直線が交わってできる 2つの部分の面積が等
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を通るので,代入すれば α=iが 得 られます。
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