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なお,以下の公式を利用するので最初に確認 して

おこう。この公式の一般的な証明は数学 Ⅲ で学習

しますが,結果だけでも知ってると便利 .
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1 2次関数の場合

な量次
ね小3・・

2次関数 とその接線で囲まれた部分の面積を求め

る問題は,入試頻出の重要問題です。代表的な 2つ

の問題を紹介 しよう。

α+β =2, αβ=-2
このとき,A(α,α2+2),B(β ,β2+2)な の

で,直線 ABの 方程式は
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□工囲 1

点 P(1,0)か ら曲線 C:υ =″2+2に
引いた

2本の接線の接点を A,Bと する。

(1)直線 ABの 方程式を求めよ

(2)2直線 PA,PBと 曲線 Cで囲まれる部分

の面積 Sl,直線 ABと 曲線 Cで囲まれる部分

の面積 S2を 求めよ.

(3)面積比 Sl:S2を求めよ.

匡題亜]曲線 Cと 2本の接線の位置関係は以下の

通 りです.な お ,
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(1)C上 の点 (ι ,ι

2+2)に おける接線の方程式

は,υ =2′ (″ ―″)+ι
2+2よ り,υ =幻,一 ι2+2

これが点 P(1,0)を 通 るので,′
2_2ι -2=0

この2次方程式の2つの解をα,β (α <β)と

すると,解 と係数の関係 より
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・ ぺJl

υ=2α″_α2+2.υ =2β″一β2+2.よ って
,

Sl=
rl

Jα
{(″

2+2)―
(2α″_α2+2)}α″

β
Jl {(″

2+2)一
(2β″一β2+2)}α″

Jlド
(″

_β)2`加

「
_1_r´r_ρ、31β

L3ヽ
ル  ″ノ

 」1

β

十

＋
　
　
　
　
　
１

」
　

　

　

ユ
ー
　

　

′

）

山

千
Ｊ
α
ｌ
プ

。
／
。
　
　
　
　
　
　
　
　
　
（
ン”
）
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
一

α
　
　
　
α
　
　
３

一
　

　

一　

　

α＞

Ｃ

　

〇

　

一

月
　
α

ｌ
一３
　

ｕ^

′
‐
‐
‥
‥
′
′

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
一

し
　
　
ｒ
‐‐‐‐‐‐‐‐‐」
　
・
‐
■
一０
ハ
）

〓
　

　

一一　

　

一一

ヽ
ヽ

/

β)3

υ
==:(1_α)3+:(β _1)3ぐ

′́ ´

=1(√ )3+鼻 (√)3=2√
0         0

ゆ注 α=1-V3よ り,1-α =～′3
_“

“
.‐ 1‐

β=1+√3よ り,β -1=V3  ′ルトい

なので,1-α =β -1.つ まり,更建ス.κぜ霊艶
ゞ

αとβの中点になっていることが分かります.
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com) 接線 と面積 (2)
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Z″>注 一般に,下図において
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Sl:S2=1:2 が成立 します

αは 2次関数の ″2の係数 )
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また,接点 A,Bの ″座標の中点が 2本の接線

の交点 Mの ″座標に一致 し,交点の部分で面積は

2等分されます .

参甚3υ =∬2の場合で証明してみよう。

点 Aに おける接線の方程式は,υ
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2つの曲線 Cl:υ =″2,C2:υ =″2_4″ が

ある.

(1)曲線Q,C2の 共通接線ιの方程式を求

めよ

(2)直線ιと曲線Q,C2で囲まれた部分の面

積を求めよ.

匡区五]曲線 Cl,C2と 共通接線ιの位置関係は

以下の通 りです。
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共通接線 ιの求め方は何通 りかあ りますが,ど う

せ 2つの接点の ″座標が必要になってくるので,次

のような解法が良いかと思います。

①

(1)曲線 Cl上 の点 (α,α2)に おける接線の方

程式は υ=2α (″ ―α)+α2よ り,υ =2α″_α 2

曲線C2上の点 (β,β2_4β
)に おける接線の

方程式はυ=(2β -4)(″ 一β)+β2_4β より,

υ=(2β -4)″ 一β2

これから一致するので,係数比較 して

2α =2β -4 ・・・①
α2=β2   .¨②
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②より,(α +β )(α 一β)=0
αキβなので,α =一β.① に代入して計算す

ると,α =-1,β =1と なるので,共通接線ιの

方程式はυ=-2″ -1と なる。

(2)Clと C2の 共有点は ″2=″ 2_4″ より

″=0.し たがって,求める面積 Sは
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(つ まり″2の係数が等 しい 2次関数)と それらの共
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通接線で囲まれた部分の面積 Sは ,2次関数の ″2

の係数をα,接点をα, とすれば,

となります

それにしても図の斜線部の面積が,囲正題]1の
Slと 全く同じ式で求められるなんて不思議じゃな

いですか
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なお,2つの接点の ″座標の中点が 2つ の放物

線の交点の ″座標 に一致 します。このことを証明

すれば,面積を求める計算式が,日]E匡1 1の Sl

と全く同じ式になることが,分かると思います.詳

しい計算は省略するので,各自で確かめといてくだ

さい.

疹躍〕 このように,コ ツコツ計算すれば証明する

ことができますが,面積の本質を考えれば,結果は

明らかで,一瞬で証明できます.以前に配ったプリ

ント『面積の原理』を読んで各自で考えといてくだ

さい.分からなければ質問に来て ください

I$-t.

2 3次関数の場合

3次関数のグラフと接線で囲まれた部分の面積を

求める問題は入試頻出の重要問題です .

□Ⅲ玉夏〕3 υ==″3_5r2+5″ +8と ,こ の

曲線上の点 (3,5)に おける接線で囲まれた部

分の面積を求めよ。

E題豆∃3次関数のグラフと直線の位置関係は以

下の通 りです .
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まずは接線を求めて,接線と3次関数との交点を

求めねばなりません.

0
υ
′=3″2_10″ +5だ か ら,接線 の傾 きは

27-30+5=2.し たがって,点 (3,5)に おける

接線の方程式はυ-5=2(″ -3)よ りυ=2″ -1.

よって,も との曲線 との共有点は ,

疹要∋ 一般的に計算してみよう。

この計算結果から,図のように 3次関数 とその接線

で囲まれる部分の面積 Sは 3次関数の ″3の係数を
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となります.

したがって,最初の田正題⊃ 3の場合,

と一発で求まります .

検算用 として覚えておくと良いでしょう。
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なお,α とβのどちらが接点,交点でも構いま

せ ん .

以上の 3間 は超有名問題で,こ れまでにも数多 くの大学で出題されてきました。なので,「 何をもう今

さら・・・」という気がしないわけではあ りませんが,当た り前のことを当た り前にできることが求め

られる昨今,な かなか侮れない問題です。一般的な公式も紹介 していますが,こ んな公式に頼 らずに,

正確にキチッと計算できることの方が重要だと思います。頑張ってください .
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