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Pointく (特徴①

3次関数υ=〆 (″)=α″3+ι″2+ε″+ご の

グラフは, 点
(― :り

, /(― &))に関して点
対称である

―

3次関数のグラフにはいろいろと特徴があります 1つずつ検証していきたいと思います

考え方 計算の簡略化のため,  」与=α とおき

ます υ=/(″ )のグラフが点(α ,/(α ))に関し

て点対称であることを示すには,点 (α ,/(α ))が

原点に来るようにグラフを形a髭勲 し,移動先のグ

ラフが原点対称であることを示せばよいです

一般に,関数υ=/(″ )が原点対称であるとは,

/(一″)=―/(″)が成立するときをいいます(い

わゆる奇関数)今 回の場合,3次関数なので,式が

″1と ,3の項だけ,つ まり″2の項と定数項が存在

しなければよいのです

①―&=α とおく
3次関数υ=/(″ )=α″3+ぅ″2+。″+ご 上の

点(α ,/(α))が原点に来るように平行移動する

このとき,″ 軸方向に一α,υ 軸方向に一/(α)平

行移動することになるから,関数υ=/(″)は ,

υ+/(α)=/(″ +α)に移動される つまり

υ=α (″ +α )3+ゎ (″十α)2+0(″ +α )+ご―/(α )
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この式を g(″ )と おく

θ(″ )の ″2の係数は
,

3αα+b=3α
(― 島 )―

卜み
製

θ(″ )の定数項は
,

αα3+bα2+。αtt d―
/(α)=/(α )一ノ(α)=0

よって ,g(―″)=― θ(″)が 成立す るので

υ=θ (″ )の グラフは原点対Tlである

したがって,3次関数υ=/(″)=α″3+ろ″2+

α―卜αのグラフは, 点
(― 島, /(―モ諭))に

関し

て点対称であることが示せた   日

スコち

点対称なので当たり前ですね 180度回転すれば

重なるからです

―ヨ 3次関数の点対称の中心を3次関数の変

曲点といいます 一般に,υ =√ (″ )の変曲点の

“
l■標は′

′
(″)=0を解けば求められます(正確

には,/″ (″ )の符号変化が起こる点という意味)

/(″)=α″3+ゎ″2+。″+ご を2回微分すると
,

/′
′
(″ )=6α″+2う なので,/′

′
(″)=0よ り,

他″+2う =0 よって, “
=―

Jり
となり確か0こ

一致しています 詳 しくは数学 Ⅲ で学習します

考え方 特徴① より,υ =/(″)=α″3+う″2+

ε″+α を点
(― 島 , /(―£D)が「ヨ点|こ来るよう

にグラフを平行移動すれば,原点対称になることが

わかっているので,最初から3次関数のグラフを

υ=pが +9″ として考えよう となれば,3次関

数 υ=p″3+g″ の極大点と極小点の中点が原点

であることを示せばよいのです

O υ=ノ (″)=α″3+ら,2+。″+dを
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このことか ら次のことがわか ります

―>PoinN(特徴①′
)

3次関数υ=/(″)=α″3+ι″2+0″ +グ の

グラフと, 点
(―ξ与, /(―金))を

通る直線
が 3点で交わるとき,囲 まれた 2つ の部分の面

積は等しい

― >PoinN(特徴 ② )

3次関数υ=/(″)=α″3+み″2+ε″+ご

が″=α で極大値,″ =β で極小値をもつ

と、「る  こ
`Dと

き,(α , /(α ))と (β , /(β ))

の中点が,点対称の中心点
(―島

,/(一
島 ))

である
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点
(― 島 ,/(― &))が 原点に来 るように平行

移動したグラフは原点対称なので,そ のグラフを

υ=g(″)=pノ 十 c″ とおく

グ(″)=3p″2+9=0の 2つの解をα,β とす

れば,解と係数の関係より,α tt β=0となる こ

のとと 呼 =0であ%き 引L

σ(α )十 θ(β )

2

,(α
3+β3)+c(α +β )

夕(α +β)(α
2_αβ+β2)+g(α +β )

=0

したがって,(α , θ(α )),(β , θ(β))の 中点

(宇 ,ユ國主
導
望皇2)に 原劇← 致する

よって,題意は証明された

考え方 先ほどと同様,平 行移動したグラフ

′=θ (″)=p″3+c″ の場合に証明すれば十分で

す ちょうど4等分されているのが不思議だと思い

ませんか

0 3次 関数の式を υ=g(″)=p,3+σ ″

(p>0)と おく

先ほどの特徴 ② より,極大点,極小点は原点対

称なので,極値をとる″を ″=α ,″ =―αとす

る (α >0)

θ
′
(α)=0よ り,3pα2+g=09=-3pα 2

このとき
,

σ(―α)=― pα9-3,α =― pα3_9pα3=_10,α 3

′(2α)=8,α 3+69α =8,α3_18pα 3=-lopα 3

よって,θ (―α)=θ (2α )と なり,各点の位置関

係は下図のようになる
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Pointく (特徴③

3次関数のグラフは
,

まっている

次のようにきれいに納
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したがって,3次関数のグラフの点対称性より題

意は証明された

■

次は 3次関数の特徴であ りませんが,よ く問わ

れる有名事実なので紹介しておきます ひたすら言|

算で示すこともできますが,ち ょっと面白い方法で

やつてみます 定積分を利用する方法です

― >PoinN(有 名事実)

3次関数υ=/(″)=α″3+ぅ″2+。″+ご

が″=α で極大値,″ =β で極小値をも

つとする このとき,極大値と極小値の差は

,(β
_α

)3でぁる

0 /(α )一 /(β )

きる

は次のように表すことがで

このくおヾホ%,ト

=i1/′ (″ )d“

=i■3α (″
――α)(″ ――β)ご″

=::itiltillil)d″
p鶴

==(β ― α)3

■

/(α)一 /(β)≦ ∫1/′ (″ )グ″
  (=[手

(メリ]1)

α,β は/′ (″)=0,つ まり,3α″2+2b″ +0=0
の2つ

Fl:[■tifi;(″ _β) `η
^7^

したがって ,

ノ(α )一 /(β )

ヽ動

因闊  1998年の東京大学でこのことをテーマに

した問題が出題されました 上の計算手法を知らな

いと,言 1算地獄に陥ること必至です  tす が
,
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