
絶対値付 き関数の定積分 (1)
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腱題璽∃ 絶対値付きの関数の定積分は多くの人が

苦手とする部分です.例えば (2)を次のように形式

的にやってしまう人が非常に多いのです。
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これは全 く間違 っています。絶対 にやめて くだ

さい。
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(1)特 に何も気にせずそのまま計算します.
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(2)ま ずは絶対値をはずすことを考えます.積

分区間0≦ ″≦3に おいて,

0≦ ″≦2の とき,|″2_41=―
(″
2_4)

2≦ ″≦3の とき,|″2-41=″2_4
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Jα l/(″)lα″の違い☆

(1)は答えが負の数になっています.ひ ょっとす

ると,こ う思った人はいませんか。「定積分は面積

のことなのに,なぜ負の数になるのかな ?」 と。こ

れはよくカン違いするところです。定積分の値は面

積ではあ りません。機械的な積分計算から算出され
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る単なる値です。
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定積分
Jα

ノ(″ )α″は,積分区間 α≦″≦わで

常に/(″ )≧ 0の場合に限り,υ =/(″ )と ″軸,

″=α ,″ =bで 囲まれた部分の面積を表 してい

ます .

一方,|ノ(″ )|≧ 0な ので,び =1/(r)|の グラ

フは ″軸よりも常に上にあ ります。したがって,定
/、 あ

積分
Jα lノ

(■)lα″は,υ =1/(″ )|と ″軸 ,

″ =α ,″ =わ で囲まれた部分の面積 を表 してい

ます .

グラフで表すと分か りやすいでしょう.

υ υ そう1ヽラミしが、

ν=″2_4の グラフ び=|″2_41の グラフ

″軸 よ りも下部の積分の値 は負 になるので ,

υ=″2_4の グラフをみれば,∬ 軸より下部の

ほうが上部よりも大きいので,結果的に定積分の値

は負の数になるのです。

一方,υ =|″2_41の グラフは″軸よりも上部

にあるので,定積分の値は右図の斜線部の面積を表

しています。

このように,グ ラフをイメージすることが大切

です.

Point

絶対値のついた関数の積分は,ま ずはグラフの

イメージをすること.

特に,υ =|ノ (″)|の グラフは,び =/(″ )の

グラフの ″軸 よりも下の部分を上に折 りあげ

たものである。

□区五]υ =|ノ (″)|の グラフは,

/(″ )≧ 0の とき(つ まり,/(″)≧ 0を みたす″

のとき),υ =/(″ ).

/(″)<0の とき(つ まり,/(″)<0を みたす

″のとき),ν =一/(″ )

となるからです。
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8=つ〔-10求 める定積分の

値 は右図の斜線部分の

面積を表 している。
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Z″>注 最初か ら面積 になることを宣言 したのな

ら,積分計算などせずにそのまま直角三角形の面積

を求めてもよいで しょう.つ まり
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JO I″
-11α″=1× 1× す+2× 2× サ=サ

で大丈夫です.直線の場合はいちいち積分せずに

夕〔薇ヽ三角形の面積 をどんどん利用 しよう
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C｀,0求 める定積分の

値 は右図の斜線部分の

面積を表 している。
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□正匪□ υ=|″2_″ _21と υ=″ +1で

囲まれた部分の面積
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自で求めて ください。

3つ の部 分 に分 けて

計算 す る必要 が あ り

ます。(ア )の 部分 だ

け公式が使 えますが ,

(イ )(ウ )は 正 直 に計

算するしかありません。
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絶対値付 き関数の定積分 (2)
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れた部分の面積

曖題豆]交 点は各自

で求めてください。先

ほ どと同様 に 3つ の部

分に分けて計算 を・・…・

と思 って しまいますが ,

今度 はその必要 はあ り

ません .

(の注 見やすくするた

め目盛の幅は変えてあ り

ます)
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絶対値付き関数の定積分 (3)

2応用問題 がん溝うの九
ここからが入試頻出の重要問題です。いろんな文

字が出てきて混乱 しますが,「何の文字について積

分するのか」を常に意識することが大切です .
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〕 まずは,ι の関数をιで積分しているこ

とに注目しよう。よって,関数のグラフを図示する

際もιについての関数とみて (横軸は′)書 きます。

その関数を 0か ら″まで積分するわけです。

υ=′ |′
-11の グラフ

今回の場合,関数全体に絶対値がついているわけ

ではないので,「″軸 より下部を折 り返 し」とい う

手法は使えません。セオリー通 り,絶対値の中身の

正負で場合分けして,絶対値を外 します .
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中か3
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つまり,′ ≦ 1の範囲では υ=―ι(ι -1)の グラ

フ,ι >1の 範囲では γ=ι (ι -1)の グラフを使

え, と言っているわけです .

よって,グラフは以下の通 り。
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このグラフを 0か ら″まで積分するのですが,″

がどこにあるのか (つ まり,″ が 1よ り大か小か)

で積分計算が変わって くることに気づ くで しょう.

よって,″ で場合分けする必要があります。
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求め る定積分の値 は図の斜線部分の面積 にな る

ので ,
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求め る定積 分の値 は図の斜線部分の面積 にな る

ので ,
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ffi FE E fi{ (http : / /inupri. web. f c2.com ) 絶対値付 き関数の定積分 (4)
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□互五〕今度は,Iの 関数を″で積分します。関

数全体に絶対値がついているので「″軸より下部を

折 り返し」という手法が使えますし,積分区間も 0

から1ま でなので,一見ラクそうですが・

まずはグラフを書いてみましょう。

ラクひ よ
,

υ== -2ι″のグラフの ″軸より下部を折 り上

げたものです .

υ=″2_幻α =″ (″
_2′ )な ので,″ 軸と 0,

2′ で交わりますが,2′ の正負 (つ まり′の正負)に

よってグラフが変わってきます。

′<0の とき    ι≧0の とき

ν υ

弟つの子
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この関数を0か ら1ま で積分すればよいのです

が,′ <0の場合は(左図),0≦ ″≦1の範囲の関

数は確定するのに対し,′ ≧0の場合は(右 図),1

がどこにあるのか (つ まり,2ι が 1よ り大か小か)

で積分計算が変わって くることに気づ くで しょう。

′で場合分けする必要があ ります .

つまり,

2′ <1←⇒′<サ
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という場合分けになるで しょう。なお,′ ≧ 0であ

ることが前提となるので、尭たしましよう。

①

(i)′ <0の とき.

求め る定積分の値 は

図の斜線部分の面積 を

表 しているから,
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とき,

求める定積分の値 は

図の斜線部分の面積 を

表 しているから,

(面 )す ≦′のとき,

求める定積分の値 は

図の斜線部分の面積 を

表 しているから,
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