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例題 1 ,,9を 互いに素な自然数とする

[子 ]+[争H÷ ]+…+[≒キ]
をp,9で表せ。  う～ん舒竿卜総ヒ`
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が,ガウス記号の中身が発許の″に1から,-1まで代入した形になっていること,それと前述の格
子点のイメージがあれば,直線υ=考←″のグラフと格子点の関係が思い浮かんでくるはずです.
0 4点 0(0, 0), A(p, o), B(夕 ,9),
C(0,9)で囲まれた長方形を考えると,p,9は 互
いに素だから,対角線 OB上 には,両端の点 (すな
わち○とB)を除いて格子点は存在しない
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対角線 OBの 方程式はυ=一
号卜
である

上図の点線部分 (た だし境界線は含まない)に合

まれる格子点の個数を数える.

直線″=1上 にある格子点は

直線″=2上 にある格子点は

直線 ″=p
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よって , こ ま,

[サ ]十 [争H子 ]+…+[%キ ]

と表され,こ れは長方形 OABCの 内部 (周上は含
まない)に含まれる格子点の個数 (p-1)(9-1)
の半分である.したがって ,
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例 題 2
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考え方 ぃかにもムズそうですが,先ほどと同様
に考えると,あ るグラフとその下部に合まれる格子

点がイメージできるはずです。ただし,今回の場合

は格子点の数え方に工夫が必要です

υ=V7
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①  Σ [v7万]は図の点線部分 (境界線は含ま

π -1

ない)に含まれる格子点の総和を表している

y=λ 上の格子点の個数は″―λ2+1個なので,

Σ [√雨]=Σ (π2_た2+1)
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″注 先ほどの 例 題 1 では領域を縦切り
(″ =た)し たのに対し,今回は横切り (υ =λ)し
ています なぜだかわかるでしょうか 今回の場合
を縦切りすると,切る箇所によってυ=v7上 に格
子点にあったり,なかったりするので,統一して数

えられないからです
“
横に切れば,υ =ィ7上が必

ず格子点になるので数えることができます

このように,関数の種類に応じて切る方向を検討

する必要があるので注意しよう
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例 題 3 実数γに対して,π ≦″<π +1と
なる整数πを [γ]と 表すことにする 正の整数
れ について,/(笏)=[π -log2(π +1)]
とおく

(1)π +1=2Sと なる整数 sがあれば,

ノ(π +1)=/(協 )となることを示せ

(2)π +1=2Sと なる整数sがなければ,
/(π +1)=/(π )+1と なることを示せ

[2010年 大阪市立大]



赤阪正純 (httpンクinupri web fc2 com) ガウス記号 (整数問題)(4)
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考え方 この問題もガウス記号を不等式で考える
典型的な問題 不等式にしてしまえば,ガウス記号
なんて関係ないねえ ちなみに文系の問題です.

0 (1)物 +1=2Sの とき, 〆ヽ 、 賞脚ら
/(π)=[π -log2 2S]=[π ―s]=π ―s

次に,/(π +1)=[雀土li19g2(2± 2)]を
考える 勤 ■ほは、、 よ2
π +1=2Sよ り,物 +2=2S+1 整導

`!、
2S<2S+1<2S■ 1なので,2S<π +2<2S+1.

よって,s<log2(a+2)<s+1

(π +1)一 (s+1)<(勿 +1)-log2(η +2)

<(π +1)一 s

よって ,

″―,<π +1-log2(π +2)<(4■ 9■ 1
/(″ +1)=[%+1-log2(物 +2)]=御 ―s

したがって,/(π +1)=/(″ )が成立する

(2)π +1=2S
整数ιについて

となる整数 Sがなければ,あ る

2′ <π +1<2`+1
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このとき,ι <log2(π +1)<″ +1よ り
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かヽやら… 考え方 このままではどうしようもないので, と

″
りあえず [″]=π とでもおくと,ガウス記号の定

π ― (′ +1)<物 -log2(π +1)<物 ―
`

よって,/(協 )=[“ -log2(π +1)]=722-′-1

次に,/(π +1)=[″ +1-log2(π +2)]を
考える.

2′ +1<れ +2<2′ +1+1よ り,
2′ <π +2≦ 2′+1であるから,

`<10g2(π
+2)≦ ι+1

(π +1)一 (′ +1)≦ (π +1)-10g2(π +2)

<(π +1)一 ′

よって ,

π―ι≦π+1-10g2(π +2)<(π ―
`)+1

れ +D=レ+l b&ぃ 2げ
したがって,ノ(a+1)=/(π)+1が成立する

とRO(.仏各ア,
ごフちゃほ・

例 題  4. [″]+[″ ++]= [2″ ]を示せ
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義よりπ≦″<物 +1と なります このとき,

または π +1の可能性が

2π ≦ 2″ <2π +2
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なので,[2″]=2π または 2π +1の可能性があ

り
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の区間を 2等分して考える

―
計[″

十
月|]=π

2物 ≦2″ <2π +1だから,

[2″]=2π

2π +1≦ 2″ <2れ +2だから,

[2″]=2π +1

∴レ]+[″ +÷ ]=レ』

2“

[″]+[″ +響|]=[2″ ]
■

●曰 一般に次のことが成 り立ちます

πを 2以上の自然数とするとき,

レ]+[″十1歩 ]十一+[″+t声 ]=レ慮]
が成立する

κ=2の場合の証明をそのまま一般化します つ
まり,[″]=π として,区間π≦″<π +1を π
等分します.意欲的な人は証明に挑戦してみよう


